57

ВВЕДЕНИЕ

Робототехнические системы, технологические процессы, гибкие автоматизированные производства, интегрированные производственные системы относятся к классу сложных систем.

Эти системы можно рассматривать как технические системы, человеко-машинные системы, экономические системы. Теория и практика управления подобными системами развита в кибернетике-науке об общих законах получения, хранения, передачи и преобразования информации в сложных управляющих системах.

У древних греков термин кибернетика-это искусство управлять. У французского ученого А.-М. Ампера (1775-1836 г.) этот термин соответствовал несуществующей науке об управлении человеческим обществом.

После опубликования американским ученым Норбертом Винером (1894-1964 г.) в 1948г. и в 1954 г. книг о кибернетике, она из понятия превратилась в научное направление.

Систематизация в 1956 г. основных понятий кибернетики английским ученым У.-Р. Эшби и развитие электронных вычислительных машин расширили границы применения кибернетики. Выделились в самостоятельные направления техническая кибернетика, экономическая кибернетика, биологическая кибернетика, медицинская, физиологическая, психологическая и военная кибернетика.

Созданием научного аппарата и методов исследования для изучения широкого класса систем управления, независимо от их конкретной природы занимается теоретическая кибернетика. Теоретическая кибернетика включила в себя ряд научных направлений математики, такие как математическая логика, теория вероятностей и математическая статистика, вычислительная математика, теория оптимизации, теория информации, теория алгоритмов, теория случайных процессов, теория игр, ряд направлений современной теории управления, теории идентификации и других научных направлений.

Техническая кибернетика изучает на основе единых подходов и методов кибернетики технические системы управления и представляет собой современный этап развития теории и практики управления сложными системами.

Проектирование и исследование робототехнических систем (РТС), автоматизированных систем управления технологическими процессами (АСУ ТП), автоматизированных систем управления предприятием (АСУП), гибких автоматизированных производств (ГАП) тесно связано с такими понятиями как идентификация, оптимизация, объект управления или проектирования, модель, моделирование.

Этим понятиям соответствуют целые научные направления, такие как теория оптимизации систем, теория идентификации, теория моделирования. Некоторые аспекты этих научных направлений предлагаются Вам в курсе “Оптимизация и идентификация систем”. Вы познакомитесь с характеристикой и моделями объектов управления, повторите элементы теории вероятностей и математической статистики, с методами разработки математических моделей статических и динамических объектов, с методами планирования экспериментов для разработки математической модели. Во второй части курса изложены методы математического программирования для решения задач оптимизации технических и экономических систем, методы экстремального управления.

1.ЭЛЕМЕНТЫ ТЕОРИИ ВЕРОЯТНОСТЕЙ

И СЛУЧАЙНЫХ ПРОЦЕССОВ

1.1. ОСНОВНЫЕ ПОНЯТИЯ И ОПРЕДЕЛЕНИЯ ТЕОРИИ ВЕРОЯТНОСТЕЙ

Теория вероятностей изучает объективные закономерности массовых случайных явлений, проявляющиеся при многократном воспроизведении заданного основного комплекса условий. С каждым из случайных явлений связаны определенные события, которые могут осуществляться или не осуществляться в результате опыта. Например, если говорят, что процент стандартных деталей 92% при данных условиях обработки (одна и та же деталь, станок, токарь.), то это означает, что из сотни деталей в среднем 92 стандартных деталей. Конечно не в каждой сотне будет 92 годных детали, иногда их будет 91, 94, 93 и т. д. Но в среднем при многократном изготовлении в тех же условиях процент 92 будет оставаться неизменным.

Событие, которое при заданном основном комплексе условий:

-обязательно произойдет, называется достоверным;

-не может произойти, называется невозможным;

-может произойти, а может и не произойти, называется случайным.

Количественной мерой объективной возможности осуществления события при фиксированном основном комплексе условий является вероятность этого события. Так вероятность некоторого события А определяется как предел отношения
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где N – общее число опытов; nA - число опытов в которых произошло событие А.
Практическая ценность понятия вероятности в том, что, хотя появление рассматриваемого события А (например, изготовление стандартных деталей) не может быть точно предугадано, однако есть все основания полагать, что в любой достаточно длинной серии испытаний относительная частота свершения события А будет мало отличаться от его вероятности.

Очевидно, что для достоверного события А имеем 
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Два события А и В называются статистически независимыми, если вероятность появления одного из них не зависит от того, произошло или нет другое событие. В противном случае событие А и В статистически зависимы.

Вероятность события А, найденная при условии, что осуществилось событие В, называется условной вероятностью события А и обозначается 
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 или иногда 
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 и читается - вероятность события А при условии, что состоялось событие В. Аналогично можно ввести условную вероятность события 
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. Для статистически независимых событий
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Пример 1.1. Два завода изготовляют лампочки и поставляют на рынок соответственно 70% и 30% всей потребляемой продукции. Из каждых 100 лампочек первого завода 83 стандартных и второго соответственно - 63. Тогда безусловная вероятность покупки стандартной лампочки потребителем на рынке
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Но, если мы знаем, что на рынке только продукция первого завода, то вероятность покупки стандартной лампочки изменится 
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Здесь через В обозначено событие выпуска продукции первым заводом, через А – событие покупки стандартной лампочки.

Во многих практических ситуациях описание случайных явлений в терминах событий, когда отмечается лишь факт их наличия или отсутствия, оказывается недостаточным. По этой причине целесообразнее представлять результаты опытов количественно в виде некоторой случайной величины.

Случайная величина есть величина определенной физической размерности, принимающая в результате эксперимента то или иное числовое значение, которое в принципе нельзя предсказать, исходя из основного комплекса условий проведения эксперимента. Чтобы охарактеризовать случайную величину, необходимо:

1) указать область ее возможных значений;

2) задать способ количественного определения вероятности попадания случайной величины в произвольную подобласть этой области.

В зависимости от того, как определена область возможных значений, случайные величины подразделяются на дискретные и непрерывные.

Дискретной называют случайную величину, возможные значения которой есть отдельные изолированные числа (т. е. между двумя соседними числами нет возможных значений). При этом число возможных значений дискретной случайной величины может быть конечным или бесконечным.

Если случайная величина принимает любое значение в области возможных значений, при этом число возможных значений ее оказывается бесконечным и несчетным, то она называется непрерывной случайной величиной.

Способ количественного определения вероятностей попадания случайной величины в произвольные подобласти области ее возможных значений может быть задан с помощью закона распределения вероятностей случайной величины. Закон распределения вероятностей каждому возможному значению дискретной случайной величины или некоторому интервалу значений непрерывной случайной величины ставит в соответствие вероятность того, что случайная величина примет это возможное значение или попадет в данный интервал.

Аналитическим выражением законов распределения служат функции распределения вероятностей. Кроме аналитического законы распределения дискретных случайных величин могут быть заданы в виде таблицы или графика.

Остановимся на понятии функции распределения вероятностей.

Интегральной функцией распределения вероятностей случайной величины Х называется функция
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определяющая для каждого значения х вероятность того, что случайная величина Х примет значение, меньше чем х.
Здесь Х - случайная величина; х - конкретное значение случайной величины (теоретическое или наблюдаемое).

Основные свойства интегральной функции распределения или как часто ее называют просто функции распределения:
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На рис. 1.1. приведен возможный вид интегральной функции распределения непрерывной случайной величины.
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Рис. 1.1. Возможный вид интегральной функции распределения

непрерывной случайной величины

Очевидно, вероятность того что случайная величина Х примет значение, заключенное в интервале (а, b) равна
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Аналогично
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т. к. можно раскрыть
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Следствие. Вероятность того, что непрерывная случайная величина примет одно определенное значение х1, равна нулю, Р(Х=х1)=0 хотя это возможное событие, т. е. 
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Пример1.2. Интегральная функция непрерывной случайной величины Х (время безотказной работы устройства) равна
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Найти вероятность безотказной работы устройства за время х ( Т.

Решение. Р {Х ( Т} = 1 - Р {Х ( Т} = 1 - Р (0 ( Х ( Т) =

= 1 – (F (T) - F (0)( = 1 - ((1 - e-1) - (1 - e0)( = 1 - 1 + 
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Пример 1.3. Закон распределения дискретной случайной величины задан в виде следующей таблицы, первая строка которой содержит возможные значения хi, а вторая - вероятности pi.
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Необходимо найти интегральную функцию F (x) и начертить ее график.

Решение. Если х ( 2, то F (x) = 0. Если 2 ( х ( 4, то F (x) = 0.5, если 4 ( х ( 7, то F(x)= 0. 7. Если х ( 7, то F (x) = 1. Вероятности для последующих интервалов суммируются с предыдущими. Окончательно имеем (рис. 1.2.).
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Рис. 1.2. Пояснения к примеру 1.3.

Если интегральные функции распределения непрерывных случайных величин дифференцируемы во всей области их возможных значений, то закон распределения вероятностей может быть описан в аналитической форме с помощью дифференциальной функции распределения вероятностей
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(1. 8)

Если ( х - достаточно малая величина, то
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т. е. функция f (x) равна отношению вероятности попадания случайной величины Х внутрь интервала (х, х + ( х), к величине этого интервала. Поэтому зачастую эту функцию называют функцией плотности распределения вероятностей или короче функцией плотности вероятности.

Основные ее свойства:

f (x) ( 0; 
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Следствие
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Возможный вид дифференциальной функции распределения вероятностей приведен на рис. 1.3.
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Рис. 1.3. Возможный вид функции плотности вероятности непрерывной случайной величины. Площадь заштрихованных зон соответствует вероятности попадания случайной величины в соответствующий интервал.

1.2. ЧИСЛОВЫЕ ХАРАКТЕРИСТИКИ СЛУЧАЙНЫХ ВЕЛИЧИН И ИХ ФУНКЦИЙ РАСПРЕДЕЛЕНИЯ

Интегральная или дифференциальная функции распределения вероятностей являются исчерпывающими вероятностными характеристиками случайной величины. Однако часто достаточно знать лишь некоторые числовые параметры, характеризующие отдельные существенные черты распределения случайной величины. К ним относят.

Математическое ожидание непрерывной случайной величины Х, возможные значения которой принадлежат всей оси ОХ определяется выражением
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соответственно для дискретной случайной величины
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В (1. 11) и (1. 12) предполагается, что интеграл и сумма сходятся абсолютно.

Если Х - случайная величина, то произвольная функция g (X), также является случайной величиной. Математическое ожидание этой функции
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Дисперсия случайной величины Х равна
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Величину 
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- называют средним квадратическим отклонением (стандартом) случайной величины Х.
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Некоторые свойства
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(1.17)

Здесь Х1,Х2,..., Хn - взаимно независимые случайные величины.

Для характеристики вариабельности случайной величины используют коэффициент вариации 
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Значения mx и (x используются для центрирования случайной величины
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и нормирования (стандартизации) случайной величины
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Очевидно, что 
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Кроме перечисленных, имеются и другие числовые характеристики: медиана, мода, размах, коэффициенты асимметрии, эксцесса и др.[4].

Примеры функций распределения случайных величин.

Равномерное распределение имеет следующую функцию плотности распределения вероятностей
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где 
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Числовые характеристики равномерного распределения
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В системе Mathcad вычисление интегральной F (x), дифференциальной f(x) функции равномерного распределения с параметрами а=0, b=5 на интервале (-1, 6) с шагом ( х = 0.1 и вычисление числа с, удовлетворяющего условию 
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Пример 1.4. Длина бруска измерена с точностью до 1 см. Пусть Х - ошибка, т.е. разность между истинной и измеренной длиной. Тогда все значения Х равновероятны в интервале (-0. 5, + 0. 5(, т. е. 
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Нормальное распределение (Гаусса) определено следующей функцией плотности вероятностей
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В системе Mathcad вычисление интегральной, дифференциальной функции нормального распределения с математическим ожиданием ( = 1 и средним квадратическим отклонением ( = 2 в интервале
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Это распределение полностью задается двумя параметрами: математическим ожиданием 
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. Поэтому во многих практических задачах, предполагая, что распределение случайной величины Х является нормальным, пытаются оценить 
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. Нормальное распределение используется наиболее часто для описания свойств различных случайных величин. 

Теоретическим обоснованием роли нормального распределения является центральная предельная теорема [4].

Суть ее такова. Когда есть основание рассматривать исследуемую случайную величину как сумму большого числа независимых случайных воздействий, влияние каждого из которых ничтожно мало, то даже, если распределения составляющих воздействий неизвестны, то можно ожидать, что исследуемая случайная величина будет распределена по нормальному закону. Отсюда не следует, что любая случайная величина, если не доказано противное, имеет нормальное распределение. Нормальное распределение есть один из типов распределений, встречающихся в природе, хотя и имеющее наибольшее практическое приложение. Оно обладает удобными математическими свойствами, поэтому, в частности, большинство методов математической статистики построено в предположении, что исследуемая величина подчиняется нормальному распределению, хотя на практике всегда требуется проверка данного предположения.

Для нормального распределения вероятность того, что Х примет значение в интервале (a, b) равно
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где 
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В частности, вероятность того, что абсолютная величина отклонения меньше положительного числа (,
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Пример 1.5. Пусть Х- нормально распределенная случайная величина с 
[image: image62.wmf]10

=

x

m

 и 
[image: image63.wmf]2

=

x

s

. Необходимо найти вероятность того, что в результате испытаний Х примет значение из интервала (12, 14).

Решение. 
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Из таблицы находим

Ф (2) = 0. 4772, Ф (1) = 0. 3413.

Следовательно 

Р {12< X < 14} = 0. 1359.

В системе Mathcad этот расчет выглядит следующим образом

pnorm (14, 10, 2) – pnorm (12, 10, 2) = 0. 136

1.3.
МНОГОМЕРНЫЕ РАСПРЕДЕЛЕНИЯ ВЕРОЯТНОСТЕЙ

Часто для описания практической ситуации необходимо использование нескольких случайных величин Х1, Х2, ..., Хn. Этот набор действительных случайных величин представляет значение n - мерной случайной величины X = (Х1, Х2, ..., Хn). В этом случае говорят о системе случайных величин или n - мерном случайном векторе. Каждое элементарное событие может рассматриваться как результат сложного испытания, состоящего в измерении всех величин Х1, Х2, ..., Хn и интерпретироваться как точка n - мерного пространства или вектор. Каждая из величин Х1,Х2,..., Хn является случайной величиной (одномерной). Например, если эксперимент повторяется n раз, то его результаты удобно рассматривать как n случайных величин.

Распределение системы двух случайных (координат) величин Х1 и Х2 или двумерного случайного вектора Х = (Х1, Х2) задается интегральной функцией совместного распределения

F (х1, х2) = P {Х1 < х1, Х2 < х2}.
(1.25)

Функция F ( х1, х2) имеет следующие основные свойства:

0 ( F (х1, х2) ( 1, F (+ (, + () = 1, F (- (, -() = 0;

F (х1, - () = 0, F (- (, х2) = 0;
F (х1, х2) - неубывающая функция, вероятность попадания в прямоугольную область равна (рис. 1.6).
P {a1 < x1 < b1, a2 < x2 < b2}=F (b1, b2)-F (b1, a2)+F (a1, a2)-F (a1, b2).
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Рис. 1.6.

Если функция F (х1, х2) достаточно гладкая, ее можно продифференцировать и получить двумерную плотность вероятностей
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обладающую следующими свойствами:
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(1.27)

Вероятность события что случайные величины Х1 и Х2 попадут в некоторую область ( равна


[image: image68.wmf]ò

W

ò

=

W

Î

2

1

2

1

2

1

)

,

(

}

,

{

dx

dx

x

x

f

X

X

P

.
(1.28)

Геометрически вероятность соответствует относительному объему тела, ограниченного снизу областью (, сверху функцией f (x1, x2).

Две случайные величины Х1 и Х2 называются независимыми, если их совместная функция распределения является произведением индивидуальных функций плотностей вероятности

f (x1, x2) = f (x1) ( f (x2).
(1.29)

Аналогично понятию условной вероятности может быть введено понятие условного распределения случайной величины Х1 при условии, что величина Х2 приняла некоторое конкретное значение а2
f (x1 | a2) = f (x1 | Х2 = a2) = f (x1, a2)/ f (a2).
(1.30)
Геометрически она представляет кривую от сечения поверхности f(x1,x2) плоскостью параллельной оси x2, и проходящей через точку а2 и нормированную множителем 1/ f (a2), чтобы удовлетворить условию
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Для независимых случайных величин Х1 и Х2 
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Среди числовых характеристик многомерных распределений выделим (на примере двумерного) следующие.

Математические ожидания самих случайных величин (центр рассеяния)
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(1.32)

Математическое ожидание некоторой функции g (Х1, Х2)
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Центральные моменты второго порядка:

дисперсии случайных величин


[image: image73.wmf]ï

ï

ï

þ

ï

ï

ï

ý

ü

¥

¥

-

¥

¥

-

ò

-

=

-

ò

=

,

)

(

)

(

)

(

)

(

2

2

2

2

2

,

1

1

2

1

1

2

2

2

1

dx

x

f

m

x

dx

x

f

m

x

x

x

x

x

s

s
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и ковариацию случайных величин Х1 и Х2, или корреляционный момент, или смешанный момент второго порядка
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Иначе 
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Значение корреляционного момента служит определенной мерой зависимости между Х1 и Х2. Для независимых случайных величин 
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. Удобнее в качестве меры взаимозависимости случайных величин использовать коэффициент корреляции (безразмерный параметр).
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По своему физическому смыслу коэффициент корреляции является простейшей характеристикой статистической связи, характеризующей лишь степень линейной зависимости Х1 и Х2.

Используя условные функции распределения, можно ввести условное математическое ожидание и условную дисперсию
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Многие понятия, введенные для совокупности двух случайных величин, обобщаются на n-мерный случай. Например, математическое ожидание функции n - переменных
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Среди распределений выделим двумерное нормальное распределение, которое задается функцией плотности вероятностей вида
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где
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 - определитель корреляционной матрицы.

Графики функций (1. 41) и ее сечения-линии равной плотности распределения вероятностей представлены на рис. 1.7 и рис. 1. 8.

При вычерчивании графика поверхности Mathcad по осям координат х1 и х2 использует значения индекса i и j соответственно (см. рис. 1.7 а), а по оси ординат – значение функции 
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При построении линий равного уровня (см. рис. 1.7 б) используются нормированные переменные, изменяющиеся в интервале (-1 + 1).

Степень рассеяния двух случайных величин Х1 и Х2 характеризуется площадью эллипса равного величине определителя 
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. Следовательно, чем больше (, тем меньше площадь.

Каждая из двух случайных величин, распределенных в совокупности по двумерному нормальному закону, также распределена нормально безотносительно тому, являются ли эти случайные величины независимыми. Обратное утверждение неверно, совместное распределение двух случайных величин, каждая из которых распределена нормально, не обязательно будет нормальным (не путать с суммой двух случайных величин). Если 
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, то для нормального распределения некоррелированность означает одновременно и их независимость
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Условное распределение f (x1(a2) так же нормально с параметрами:
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(1.42)
Нетрудно видеть, что при ( = 0 параметры условного распределения совпадают с соответствующими параметрами каждой случайной величины Х1 и Х2. 

В заключении отметим, что любая функция случайных величин g(Х1,Х2,......,Хn) является случайной величиной. Поэтому зачастую появляется задача определения ее вероятных свойств. В общем случае задача чрезвычайно трудная и решается для линейных случаев. Так, линейная комбинация нормально распределенных случайных величин также распределена нормально. В случае нелинейных преобразований случайных величин получены функции распределения относительно простых преобразований (умножение, деление).

9.2. СЛУЧАЙНЫЕ ПРОЦЕССЫ И ИХ ОСНОВНЫЕ СТАТИСТИЧЕСКИЕ ХАРАКТЕРИСТИКИ

Функцию, значение которой при каждом значении независимой переменной является случайной величиной, называют случайной функцией. Случайные функции, для которых независимой переменной является время t, называют случайными процессами или стохастическими процессами. 

Случайный процесс X(t) не есть определенная кривая, он является множеством определенных кривых xi(t), где i == 1, 2, ..., п, получаемых в результате отдельных опытов (рис. 1.9) [5]. Каждую кривую этого множества называют реализацией случайного процесса. Сказать заранее, по какой из реализации пойдет процесс, невозможно


[image: image91.wmf]
Рис. 9.1. Реализации случайного процесса

Рассмотрим, например, случайный дрейф на выходе усилителя постоянного тока при входном напряжении, равном нулю. Чтобы изучить характеристики дрейфа, можно взять, например, п одинаковых усилителей, поместить их в одинаковые условия работы, одновременно включить и получить п осциллограмм дрейфа на выходах усилителей. Совокупность всех осциллограмм образует случайный процесс X(t), a каждая из осциллограмм является конкретной реализацией xi (t) случайного процесса.

Для любого фиксированного момента времени, например t = t1, реализация случайного процесса xi(t1) представляет собой конкретную величину, значение же случайной функции X(t1) является случайной величиной, называемой сечением случайного процесса в момент времени ti. Поэтому нельзя утверждать, что случайный процесс в данный момент времени имеет такое-то детерминированное значение, можно говорить лишь о вероятности того, что в данный момент времени значение случайного процесса как случайной величины будет находиться в определенных пределах.

Статистические методы изучают не каждую из реализации xi(t), образующих множество X(t), а свойства всего множества в целом при помощи усреднения свойств, входящих в него реализаций. Поэтому при исследовании объекта управления судят о его поведении не по отношению к какому-либо определенному воздействию, представляющему заданную функцию времени, а по отношению к целой совокупности воздействий.

Как известно, статистические свойства случайной величины Х определяют по ее функции распределения вероятностей интегральной F(x) и дифференциальной f(x).

Для случайного процесса также вводят понятие функции распределения F(x, t) и плотности вероятности f(x, t), которые зависят от фиксированного момента времени наблюдения t и от некоторого выбранного уровня х, т.е. являются функциями двух переменных х и t.

Рассмотрим случайную величину X(t1), т.е. сечение случайного процесса в момент времени t1. Одномерной функцией распределения случайного процесса X(t) называют вероятность того, что текущее значение случайного процесса X(t1) в момент времени t1 не превышает некоторого заданного уровня (числа) х1, т.е.


[image: image92.wmf]{

}

.

 

)

(

)

,

(

1

1

1

1

1

x

t

X

P

t

x

F

<

=


(1.43)

Если функция 
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 имеет частную производную по х1, т.е.
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то функцию 
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 называют одномерной плотностью вероятности случайного процесса. Величина 
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представляет собой вероятность того, что X(t) находится в момент времени t=t1 в интервале от х1 до х1 + dx1.

В каждые отдельные моменты времени t1, t2, …, tn наблюдаемые случайные величины (сечения случайного процесса) X(t1), X(t2), …,X(tn) будут иметь свои, в общем случае разные, одномерные функции распределения 
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 и плотности вероятности 
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Функции 
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 являются простейшими статистическими характеристиками случайного процесса. Они характеризуют случайный процесс изолированно в отдельных его сечениях, не раскрывая взаимной связи между сечениями случайного процесса, т.е. между возможными значениями случайного процесса в различные моменты времени.

Знания этих функций еще недостаточно для описания случайного процесса в общем случае. Необходимо охарактеризовать также взаимную связь случайных величин в различные произвольно взятые моменты времени.

Рассмотрим теперь случайные величины X(t1) и Х(t2), относящиеся к двум разным моментам времени t1 и t2 наблюдения случайного процесса.

Вероятность того, что X(t) будет не больше x1 при t = t1 и не больше х2 при t = t2, т. е.                                     
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называют двумерной функцией распределения. Если функция 
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 имеет частные производные по х1 и х2, т. е.
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то функцию 
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называют двумерной плотностью вероятности.

Величина
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равна вероятности того, что X(t) при t = t1 будет находиться в интервале от х1 до х1 + dx1, а при t =t2 в интервале от x2 до x2+ dx2.

Аналогично можно ввести понятие о п-мерной функции распределения 
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 и п-мерной плотностью вероятности 
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Чем выше порядок п, тем полнее описываются статистические свойства случайного процесса. Зная n-мерную функцию распределения, можно найти по ней одномерную, двумерную и другие [вплоть до (п — 1)-й] функции распределения более низкого порядка. Однако многомерные законы распределения случайных процессов являются сравнительно громоздкими характеристиками и с ними крайне трудно оперировать на практике. Поэтому при изучении случайных процессов часто ограничиваются случаями, когда для описания случайного процесса достаточно знать только его одномерный или двумерный закон распределения.

Примером случайного процесса, который полностью характеризуется одномерной плотностью вероятности, является так называемый чистый случайный процесс, или белый шум. Значения X(t) в этом процессе, взятые в разные моменты времени t, совершенно независимы друг от друга, как бы близко ни были выбраны эти моменты времени. Это означает, что кривая белого шума содержит всплески, затухающие за бесконечно малые промежутки времени. Поскольку значения X(t), например, в моменты времени t1 и t2 независимы, то вероятность совпадения событий, заключающихся в нахождении X(t) между x1 и x1 + dx1 момент времени t1 и между x2 и x2 + dx2  в момент t2, равна произведению вероятностей каждого из этих событий, поэтому
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и вообще для белого шума
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т. е. все плотности вероятности белого шума определяются из одномерной плотности вероятности.

Для случайных процессов общего вида, если известно, какие значения приняла величина X(tk) в момент времени tk, тем самым имеем некоторую информацию относительно X(tm), где m > k, так как величины X(tm) и X(tk), вообще говоря, зависимы. Если кроме X.(tk) известна Х(tl), где l < k, то информация о X(tm) еще более увеличивается. Таким образом, увеличение наших знаний о поведении процесса до момента tk приводит к тому, что увеличивается информация о X(tm).

Однако существует особый класс случайных процессов, впервые исследованных известным математиком А. А. Марковым и называемых марковскими случайными процессами, для которых знание значения процесса в момент tk уже содержит в себе всю информацию о будущем ходе процесса, какую только можно извлечь из поведения процесса до этого момента. В случае марковского случайного процесса для определения вероятностных характеристик процесса в момент времени tm достаточно знать вероятностные характеристики для любого одного предшествующего момента времени, например непосредственно предшествующего момента времени tk. Знание вероятностных характеристик процесса для других предшествующих значений времени, например tl не прибавляет информации, необходимой для нахождения X(tm).

Для марковского процесса справедливо следующее соотношение:
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т. е. все плотности вероятности марковского процесса определяются из двумерной плотности вероятности. Другими словами, марковские случайные процессы полностью характеризуются двумерной плотностью вероятности.

Понятие о функции распределения и плотности вероятности случайного процесса обычно используют при теоретических построениях и определениях. В практике исследования широкое распространение получили сравнительно более простые, хотя и менее полные характеристики случайных процессов, аналогичные числовым характеристикам случайных величин. Примерами таких характеристик служат рассматриваемые ниже: математическое ожидание, дисперсия, среднее значение квадрата случайного процесса, корреляционная функция, спектральная плотность и другие.

Математическим ожиданием (средним значением) mx(t) случайного процесса X(t) называют величину
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где 
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 — одномерная плотность вероятности случайного процесса X(t).
Математическое ожидание случайного процесса X(t) представляет собой некоторую неслучайную (регулярную) функцию времени mx(t), около которой группируются и относительно которой колеблют​ся все реализации данного случайного процесса (рис. 1.10).

Математическое ожидание случайного процесса в каждый фиксированный момент времени tk равно математическому ожиданию соответствующего сечения случайного процесса X(tk). Математическое ожидание называют средним значением случайного процесса по множеству (средним по ансамблю, статистическим средним), поскольку оно представляет собой вероятностно усредненное значение бесконечного множества реализаций случайного процесса.
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Рис. 1.10. Числовые характеристики случайных процессов.

Иногда вводят в рассмотрение так называемый центрированный случайный процесс
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Тогда случайный процесс X(t) можно рассматривать как сумму двух составляющих: регулярной составляющей, равной математическому ожиданию mx(t), и центрированной случайной составляющей т. е.
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Для того чтобы учесть степень разбросанности реализации случайного процесса относительно его среднего значения, вводят понятие дисперсии случайного процесса, которая равна математическому ожиданию квадрата центрированного случайного процесса:


[image: image116.wmf]ò

-

=

¥

¥

-

ú

û

ù

ê

ë

é

dx

t

x

f

t

m

x

t

x

x

)

,

(

)

(

)

(

1

2

2

s

.
(1.55)

Дисперсия случайного процесса является неслучайной (регулярной) функцией времени 
[image: image117.wmf])
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, значение которой в каждый момент времени tk равно дисперсии соответствующего сечения Х(tk) случайного процесса.

Среднее квадратическое отклонение случайного процесса
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1.5. КОРРЕЛЯЦИОННЫЕ ФУНКЦИИ СЛУЧАЙНЫХ ПРОЦЕССОВ

Математическое ожидание и дисперсия являются важными характеристиками случайного процесса, но они не дают достаточного представле​ния о том, какой характер будут иметь отдельные реализации случайного процесса. Это хорошо видно из рис. 1.10, где показаны реализации двух случайных процессов, совершенно различных по своей структуре, хотя и имеющих одинаковые значения математического ожидания и дисперсии. Штриховыми линиями на рис. 1.10. показаны значения 
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 для случайных процессов.

Процесс, изображенный на рис. 1.10, а, от одного сечения к другому протекает сравнительно плавно, а процесс на рис. 1.10, б обладает сильной изменчивостью от сечения к сечению. Поэтому статистическая связь между сечениями в первом случае больше, чем во втором, однако ни по математическому ожиданию, ни по дисперсии этого установить нельзя.

Чтобы в какой-то мере охарактеризовать внутреннюю структуру случайного процесса, т. е. учесть связь между значениями случайного процесса в различные моменты времени или, иными словами, учесть степень изменчивости случайного процесса, необходимо ввести понятие о корреляционной (автокорреляционной) функции случайного процесса.

Корреляционной (или автокорреляционной) функцией случайного процесса X(t) называют неслучайную функцию двух аргументов 
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, которая для каждой пары произвольно выбранных значений аргументов (моментов времени) t1 и t2 равна математическому ожиданию произведения двух случайных величин X(t1) и X(t2) соответствующих сечений случайного процесса:
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Корреляционную функцию для центрированной случайной составляющей 
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Во многих руководствах функцию 
[image: image124.wmf]xx
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называют ковариационной, а 
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 - автокорреляционной.

Различные случайные процессы в зависимости от того, как изменяются их статистичяские характеристики с течением времени, делят на стационарные и нестационарные. Различают стационарность в узком смысле и стационарность в широком смысле.

Стационарным в узком смысле называют случайный процесс X(t), если его n-мерные функции распределения и плотность вероятности при любом п не зависят от положения начала отсчета времени t. Это означает, что два процесса, X(t) и X(t + (), имеют одинаковые статистические свойства для любого (, т. е. статистические характеристики стационарного случайного процесса неизменны во времени. Стационарный случайный процесс — это своего рода аналог установившегося процесса в детерминированных системах.

Стационарным в широком смысле называют случайный процесс X(t), математическое ожидание которого постоянно:
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а корреляционная функция зависит только от одной переменной — разности аргументов 
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Понятие случайного процесса, стационарного в широком смысле, вводится тогда, когда в качестве статистических характеристик случайного процесса используются только математическое ожидание и корреляционная функция. Часть теории случайных процессов, которая описывает свойства случайного процесса через его математическое ожидание и корреляционную функцию, называют корреляционной теорией.

Для случайного процесса с нормальным законом распределения математическое ожидание и корреляционная функция полностью определяют его n-мерную плотность вероятности. Поэтому для нормальных случайных процессов понятия стационарности в широком и узком смысле совпадают.

Теория стационарных процессов разработана наиболее полно и позволяет сравнительно просто производить расчеты для многих практических случаев. Поэтому допущение о стационарности иногда целесообразно делать также и для тех случаев, когда случайный процесс хотя и нестационарен, но на рассматриваемом отрезке времени работы системы статистические характеристики сигналов не успевают сколь-нибудь существенно измениться.

В теории случайных процессов пользуются двумя понятиями средних значений. Первое понятие о среднем значении — это среднее значение по множеству (или математическое ожидание), которое определяется на основе наблюдения над множеством реализации случайного процесса в один и тот же момент времени. Среднее значение по множеству принято обозначать волнистой чертой над выражением, описывающим случайную функцию:
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В общем случае среднее значение по множеству является функцией времени t.

Другое понятие о среднем значении – это среднее значение по времени, которое определяется на основе наблюдения за отдельной реализацией случайного процесса x(t) на протяжении достаточно длительного времени Т. Среднее значение по времени обозначают прямой чертой над соответствующим выражением случайной функции и определяют по формуле
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если этот предел существует.

Среднее значение по времени в общем случае различно для отдельных реализации множества, определяющих случайный процесс.

Вообще для одного и того же случайного процесса среднее по множеству и среднее по времени различны, однако для так называемых эргодических стационарных случайных процессов среднее значение по множеству совпадает со средним значением по времени:      
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Равенство (1.63) вытекает из эргодической теоремы, в которой для некоторых стационарных случайных процессов доказано, что любая статистическая характеристика, полученная усреднением по множеству, с вероятностью, сколь угодно близкой к единице, совпадает с характеристикой, усредненной по времени. Эргодическая теорема доказана не для всех стационарных процессов, поэтому тех случаях, где она еще не доказана, говорят об эргодической гипотезе.

Следует заметить, что не всякий стационарный процесс является эргодическим. Один и тот же случайный процесс в общем случае может быть эргодическим по отношению к одним статистическим характеристикам и не эргодическим по отношению к другим.

Физический смысл эргодической теоремы (или гипотезы) глубок и имеет большое практическое значение. Для определения статистических свойств эргодических стационарных процессов, если трудно осуществить одновременное наблюдение за множеством подобных систем в произвольно выбранный момент времени, например при наличии одного опытного образца, его можно заменить длительным наблюдением за одной системой. Собственно говоря, этот факт лежит в основе экспериментального определения корреляционной функции стационарного случайного процесса по одной реализации. Наоборот, при наличии большой партии изделий массовой продукции для аналогичных исследований можно провести одновременное наблюдение за всеми образцами партии или их достаточно представительной выборкой.

В соответствии с эргодической теоремой для стационарного случайного процесса корреляционную функцию можно определить как среднее по времени от произведения x(t) и x(t + (), т. е.
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где x(t)—любая реализация случайного процесса.

Центрированная корреляционная функция эргодического стационарного случайного процесса
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Из выражения (1.65), можно заметить, что дисперсия стационарного случайного процесса равна начальному значению центрированной корреляционной функции 
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Связь между дисперсией и корреляционной функцией 
[image: image136.wmf])

(

t

xx

K

 определена следующим соотношением


[image: image137.wmf]const

x

K

D

xx

x

=

-

=

2

)

(

)

0

(

.
(1.67)

Статистические свойства связи двух случайных процессов X(t) и U(t) можно характеризовать взаимной корреляционной функцией 
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, которая для каждой пары произвольно выбранных значений аргументов t1 и t2 равна
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Согласно эргодической теореме, для стационарного случайного процесса можно записать
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где x(t) и 
[image: image141.wmf])
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 — любые реализации стационарных случайных процессов X(t) и U(t) соответственно.

Взаимная корреляционная функция 
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 характеризует взаимную статистическую связь двух случайных процессов X(t) и U(t) в разные моменты времени, отстоящие друг от друга на промежуток времени (. Значение 
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Из (1.69) следует, что
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Если случайные процессы X(t) и U(t) статистически не связаны друг с другом и имеют равные нулю средние значения, то их взаимная корреляционная функция для всех ( равна нулю. Однако обратный вывод о том, что если взаимная корреляционная функция равна нулю, то процессы независимы, можно сделать лишь в отдельных случаях (в частности, для процессов с нормальным законом распределения), общей же силы обратный закон не имеет.

Центрированная корреляционная функция 
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для неслучайных функций времени тождественно равна нулю. Однако корреляционная функция 
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может вычисляться и для неслучайных (регулярных) функций. Заметим, однако, что когда говорят о корреляционной функции регулярной функции x(t), то под этим понимают просто результат формального применения к регулярной функции x(t) операции, выражаемой интегралом (1.64).

Приведем некоторые основные свойства корреляционных функций 
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1. Начальное значение корреляционной функции равно среднему значению квадрата случайного процесса:
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2. Конечное значение корреляционной функции равно квадрату среднего значения случайного процесса:
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3. Значение корреляционной функции при любом ( не может превышать ее начального значения, т. е.
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4. Корреляционная функция есть четная функция от (, т. е.
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5.Корреляционная функция суммы случайных процессов 
[image: image152.wmf])
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 определяется выражением
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6. Если каждая реализация x(t) тождественно равна постоянному случайному параметру А0 с определенным распределением вероятностей, то этим вполне определяется случайный процесс. Такой процесс является стационарным, но не эргодическим. Корреляционная функция 
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а математическое ожидание 
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7. Корреляционная функция периодической функции, например, 
[image: image158.wmf])
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, представляет собой косинусоиду (рис. 1.11, д), т. е.
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имеющую ту же частоту 
[image: image160.wmf]v

, что и x(t), и не зависящую от сдвига фазы (.

8. Корреляционная функция временной функции, разлагаемой в ряд Фурье:
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имеет на основании изложенного выше следующий вид:


[image: image162.wmf]å

=

+

=

n

k

k

k

xx

A

A

K

1

2

2

0

cos

)

2

/

(

)

(

t

v

t

.
(1.79)


[image: image163.wmf]K

xx

(

t

)

K

xx

(

t

)

K

xx

(

t

)

K

xx

(

t

)

K

xx

(

t

)

K

xx

(

t

)=

A

2

0

K

xx

(

t

)=

D

x

e

-

a

|

t

|

K

xx

(

t

)=

N

d

(

t

)

K

xx

(

t

)=(

A

2

/2)(

cos

v

1

t

)


Рис. 1.11. Процессы с постоянными и периодическими реализациями и их характеристики.

9. Корреляционная функция стационарного случайного процесса, на который наложена периодическая составляющая с частотой (k, также будет содержать периодическую составляющую той же частоты.

Это обстоятельство можно использовать как один из способов обнаружения «скрытой периодичности» в случайных процессах, которая может не обнаруживаться при первом взгляде на отдельные записи реализации случайного процесса. Примерный вид корреляционной функции процесса X(t), содержащего в своем составе кроме случайной также и периодическую составляющую, показан на рис. 1.12, где 
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обозначена корреляционная функция, соответствующая случайной составляющей.
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Рис. 1.12. Корреляционная функция стационарного 

случайного процесса с периодической составляющей.

Чтобы выявить скрытую периодическую составляющую (такая задача возникает, например, при выделении малого полезного сигнала на фоне большой помехи), лучше всего определить корреляционную функцию Kxх(t) для больших значений (, когда случайный сигнал уже сравнительно слабо коррелирован и случайная составляющая слабо сказывается на виде корреляционной функции.

10. Типичная корреляционная функция стационарного случайного процесса с не равным нулю средним значением, не содержащего скрытых периодичностей, приведена на рис. 1.13.
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Рис. 1.13. Корреляционная функция

без периодической составляющей.

Если среднее значение случайного процесса равно нулю, то его типичная корреляционная функция (совпадающая с центрированной корреляционной функцией) будет иметь вид, представленный на рис.1.11,б,в. В этом случае ее можно аппроксимировать следующим аналитическим выражением:
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где D х — дисперсия; ( = const - параметр затухания.

С ростом ( связь между X(t) и X(t + () ослабевает и корреляционная функция становится меньше. На рис. 1.11, б, в приведены, например, две корреляционные функции и две соответствующие им реализации случайного процесса. Легко заметить, что корреляционная функция, соответствующая случайному процессу с более тонкой структурой, убывает быстрее. Другими словами, чем более высокие частоты присутствуют в случайном процессе, тем быстрее убывает соответствующая ему корреляционная функция.

Иногда встречаются корреляционные функции, которые могут быть аппроксимированы аналитическим выражением
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где Dx — дисперсия; ( = const — параметр затухания; ( = const — резонансная частота.

Корреляционные функции подобного вида имеют, например, случайные процессы типа турбулентности атмосферы, фединга радиолокационного сигнала, углового мерцания цели и т. п.

Выражения (1.80) и (1.81) часто используются для аппроксимации корреляционных функций, полученных в результате обработки экспериментальных данных.

11. Чем слабее взаимосвязь между предыдущими X(t) и последующими X(t+() значениями случайного процесса, тем  быстрее убывает корреляционная функция 
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Время 
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где ( — достаточно малая величина, называют временем корреляции случайного процесса.

Случайный процесс, в котором отсутствует связь между предыдущими и последующими значениями, называют чистым случайным процессом или белым шумом. В случае белого шума время корреляции (R = 0 и корреляционная функция представляет собой ( - функцию (см. рис. 1.11, г):
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где N = const.

Заметим, что случайный процесс типа белого шума является физически нереальным, так как ему соответствуют бесконечно большое значение дисперсии и среднего значения квадрата случайной величины 
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, а следовательно, и бесконечно большая мощность.

При решении практических задач часто пользуются нормированной корреляционной функцией
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Нормированная корреляционная функция удобна тем, что всегда 
[image: image176.wmf]1
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. Иногда в рассмотрение вводят нормированную взаимную корреляционную функцию
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причем можно показать, что 
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1.5. СПЕКТРАЛЬНЫЕ ПЛОТНОСТИ СЛУЧАЙНЫХ ПРОЦЕССОВ

Спектральная плотность 
[image: image179.wmf])
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 стационарного случайного процесса X(t) определяется как, преобразование Фурье корреляционной функции 
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Спектральная плотность является действительной и четной функцией частоты (. Поэтому на графике спектральная плотность всегда симметрична относительно оси ординат.
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Если спектральная плотность известна, то по формуле обратного преобразования Фурье можно найти соответствующую ей корреляционную функцию:
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Спектральная плотность может быть найдена экспериментально через среднюю величину квадрата амплитуды гармоник реализации случайного процесса. Приборы, применяемые для этой цели и состоящие из анализатора спектра и вычислителя среднего значения квадрата амплитуды гармоник, называются спектрометрами. Экспериментально находить спектральную плотность сложнее, чем корреляционную функцию.

Взаимная спектральная плотность 
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 двух стационарных случайных процессов X(t) и U(t) определяется как преобразование Фурье от взаимной корреляционной функции 
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Взаимная спектральная плотность 
[image: image187.wmf])
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 является мерой статистической связи между двумя стационарными случайными процессами X(t) и U(t). Если процессы X(t) и U(t) некоррелированы и имеют равные нулю средние значения, то взаимная спектральная плотность равна нулю, т.е.
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В отличие от спектральной плотности 
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 взаимная спектральная плотность 
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 является нечетной функцией ( и представляет собой не вещественную, а комплексную функцию
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Центрированному случайному процессу 
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, соответствует центрированная спектральная плотность 
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Зная центрированную спектральную плотность 
[image: image196.wmf])
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, по формуле обратного преобразования Фурье можно найти соответствующую ей центрированную корреляционную функцию:
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Зависимость между дисперсией Dx и спектральной плотностью 
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 для центрированного случайного процесса:
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Рассмотрим некоторые свойства спектральных плотностей 
[image: image200.wmf])
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1. Спектральная плотность чистого случайного процесса, или белого шума, постоянна во всем диапазоне частот (см. рис. 1.11, г):
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Постоянство спектральной плотности белого шума во всем бесконечном диапазоне частот, означает, что энергия белого шума распределена по всему спектру равномерно, а суммарная энергия процесса равна бесконечности. Это указывает на физическую нереализуемость случайного процесса типа белого шума. Белый шум является математической идеализацией реального процесса. В действительности частотный спектр 
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 западает на очень высоких частотных (как показано пунктиром на рис. 1.11, г). Если, однако, эти частоты настолько велики, что при рассмотрении какого-либо конкретного устройства они не играют роли (ибо лежат вне полосы частот, пропускаемых этим устройством), то идеализация сигнала в виде белого шума упрощает рассмотрение и поэтому вполне целесообразна.

Происхождение термина «белый шум» объясняется аналогией такого процесса с белым светом, имеющим одинаковые интенсивности всех компонент, и тем, что случайные процессы типа белого шума впервые были выделены при исследовании тепловых флуктуационных шумов в радиотехнических устройствах.

2. Спектральная плотность постоянного сигнала x(t) = A0 представляет собой ( - функцию, расположенную в начале координат (см. рис. 1.11, a), т.е.
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Тот факт, что спектральная плотность 
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 представляет собой ( -функцию при ( = 0, означает, что вся мощность постоянного сигнала сосредоточена на нулевой частоте, что и следовало ожидать.

3.Спектральная плотность периодического сигнала 
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 представляет собой две ( - функции, расположенные симметрично относительно начала координат при 
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Тот факт, что спектральная плотность 
[image: image209.wmf])
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 представляет собой две ( - функции, расположенные при (1, и -(1, означает, что вся мощность периодического сигнала сосредоточена на двух частотах: (1, и -(1. Если рассматривать спектральную плотность только в области положительных частот, то получим, что вся мощность периодического сигнала будет сосредоточена на одной частоте (1.

4. Спектральная плотность временной функции, разлагаемой в ряд Фурье, 
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 имеет на основании изложенного выше вид
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Этой спектральной плотности соответствует линейчатый спектр (рис. 1.14) с ( - функциями, расположенными на положительных и отрицательных частотах гармоник. На рис. 1.14 ( - функции условно изображены так, что их высоты показаны пропорциональными коэффициентам при единичной ( -функции, т. е. величинам 
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Рис. 1.14. Спектральная плотность ряда Фурье.

Заметим, что спектральная плотность 
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 не содержит, так же как и корреляционная функция никаких сведений о фазовых сдвигах 
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 отдельных гармонических составляющих.

5. Спектральная плотность случайного процесса, не содержащего периодической составляющей, представляет собой график без ярко выраженных пиков (см. рис. 1.11, б, в).
В этом случае спектральная плотность часто аппроксимируется следующим аналитическим выражением:
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где Dx - дисперсия случайного процесса; ( = const - параметр затухания; 
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 - постоянный коэффициент.

Спектральной функции, определяемой по (1.98), соответствует корреляционная функция
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которая полностью совпадает с корреляционной функцией, определяемой по (1.80).

Из рис. 1.11, б, в видно, что чем шире график спектральной плотности 
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, тем уже график соответствующей корреляционной функции 
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, и наоборот. Это соответствует физической сущности процесса: чем шире график спектральной плотности, т. е. чем более высокие частоты представлены в спектральной плотности, тем выше степень изменчивости случайного процесса и тем уже график корреляционной функции. Другими словами, связь между видом спектральной плотности и видом функции времени получается обратной по сравнению со связью между корреляционной функцией и видом функции времени. Это особенно ярко проявляется при рассмотрении постоянного сигнала и белого шума. В первом случае корреляционная функция имеет вид горизонтальной прямой, а спектральная плотность имеет вид ( - функции (см. рис. 1.11, а). Во втором случае (см. рис. 1.11, е) имеет место обратная картина.

6. Спектральная плотность случайного процесса, на который наложены периодические составляющие, содержит непрерывную часть и отдельные ( - функции, соответствующие частотам периодических составляющих.

Отдельные пики на графике спектральной плотности указывают на то, что случайный процесс смешан со скрытыми периодическими составляющими, которые могут и не обнаруживаться при первом взгляде на отдельные записи процесса. Если, напри​мер, на случайный процесс наложен один периодический сигнал с частотой с 
[image: image222.wmf]k
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, то график спектральной плотности будет иметь вид, показанный на рис. 1.15.
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Рис. 1.15.

1.6. СЛУЧАЙЕЫЕ ПРОЦЕССЫ В ДИНАМИЧЕСКИХ СИСТЕМАХ

Рассмотрим линейную динамическую систему, имеющую передаточную функцию 
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(

p

W

x

U

 и импульсную переходную функцию (весовую функцию) 
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 (рис. 1.16).
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Рис. 1.16. Прохождение случайного сигнала

через линейное динамическое звено.

Предположим, что на вход этой системы подан стационарный случайный процесс U(t), имеющий корреляционную функцию 
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 и спектральную плотность 
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. Если рассматриваемая  линейная система устойчива и сама стационарна, то установившийся выходной сигнал X(t) также будет стационарным случайным процессом, однако его статистические характеристики будут отличаться от статистических характеристик входного сигнала.

Допустим, что случайный процесс X(t) имеет корреляционную функцию 
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. Установим связь между корреляционными функциями и спектральными плотностями случайных процессов на входе и выходе системы. Связь между реализациями x(t) случайного процесса X(t) на выходе системы и соответствующими реализациями U(t) случайного процесса U(t) на входе системы на основании формулы свертки выражается через импульсную переходную функцию 
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где ( - независимая переменная интегрирования.

Корреляционная функция 
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 стационарного случайного процесса X(t) на основании (1.64) равна
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Подставляя в (1.100) значение x(t) из (1.99) и изменяя последовательность интегрирования, получим
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где ( - новое обозначение независимой переменной интегрирования. 

Выражение (1.101) является основным интегральным соотношением, позволяющим по известной корреляционной функции 
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 случайного процесса на входе системы и известной импульсной переходной функции 
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 системы найти корреляционную функцию 
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 случайного процесса на выходе системы.

Взаимная корреляционная функция равна
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(1.102)

Определим теперь связь между спектральными плотностями входного и выходного случайных процессов. В соответствии с (1.85) спектральная плотность случайного процесса X(t) на выходе системы
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Подставляя в (1.103) значение 
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 из (1.101), проведя необходимые преобразования, окончательно получаем
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Таким образом, спектральная плотность стационарного случайного процесса на выходе линейной системы равна спектральной плотности случайного процесса на входе системы, умноженной на квадрат модуля частотной передаточной функции этой системы.
При прохождении через линейную динамическую систему меняются не только характеристки случайного процесса, но и их функции распределения. Причем установить закон распределения вероятностей выходного сигнала при известных статистических характеристиках входного возможно только для двух случаев:

1) входной нормального распределения 
[image: image243.wmf])

(

t

U

 после линейного преобразования обеспечивает нормальное распределение входного процесса 
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2) входной гармонический сигнал 
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 со случайной фазой обеспечивает гармонический выходной сигнал с измененной амплитудой
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где 
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- частота входного гармонического случайного сигнала; 
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 - комплексный коэффициент усиления системы; 
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 - амплитуды входного и выходного сигналов.

При прохождении случайных сигналов через нелинейные безинерционные звенья происходит его искажение, изменение закона и параметров распределения. Аналитическое вычисление функции плотности и параметров распределения возможно для относительно простых нелинейных характеристик. В остальных случаях используют статистическое моделирование на ЭВМ.

2.ЭЛЕМЕНТЫ МАТЕМАТИЧЕСКОЙ СТАТИСТИКИ

2.1. ОБЩИЕ ПОНЯТИЯ И ОПРЕДЕЛЕНИЯ

Математическая статистика занимается как статистическим описанием результатов опытов и наблюдений, так и построением и проверкой подходящих математических моделей, содержащих понятие вероятности.

Фундаментальными понятиями статистической теории являются понятия генеральной совокупности и выборки.

Генеральная совокупность есть совокупность всех мыслимых результатов наблюдений над случайной величиной, которые могут быть в принципе проведены при данных условиях. Содержательный смысл этого понятия заключается в том, что предполагается существование некоторых вполне определенных свойств, неслучайных закономерностей, присущих данной совокупности. Фактически эти свойства являются объективным отображением вероятностных свойств шумового поля, которые могут быть охарактеризованы с помощью соответствующих законов распределения вероятностей или связанных с ними числовых параметров. Предполагается, что свойства шумового поля не изменяются во времени, т. е. являются устойчивыми.

Выборка - это конечный набор значений случайной величины, получаемый в результате наблюдений. Например, наблюдаемые значения 
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 – представляют выборку объема N. Выборка представительна (репрезентативна), если она достаточно полно характеризует генеральную совокупность.

Смысл статистических методов сводится к тому, чтобы по выборке ограниченного объема N, высказать обоснованное суждение о свойствах генеральной совокупности в целом. Подобное определение может быть получено путем построения эмпирических (выборочных) аналогов вероятностных характеристик исследуемой случайной величины, или, иными словами, путем оценивания параметров генеральной совокупности с помощью некоторых подходящих функций от результатов наблюдений.

Любая функция 
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 от элементов некоторой генеральной совокупности называется статистикой. Некоторая статистика, являющаяся подходящей для оценивания того или иного параметра 
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 генеральной совокупности, называется статистической (выборочной) оценкой данного параметра. Естественно, что любая оценка неизвестного параметра 
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 генеральной совокупности по выборке есть случайная величина, в то время как сам параметр 
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 является неслучайным. Часто для обозначения оценок вводят символ «крышечку» ^. Так 
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 это оценка параметра 
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Параметры 
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 обычно характеризуют определенное свойство теоретического распределения случайной величины Х (например, математическое ожидание, дисперсию, асимметрию). Поскольку для оценки одного и того же параметра 
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 можно использовать разные статистики 
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, …, то на практике предпочитают оценки 
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 (несмещенные оценки) или у которых выборочное распределение имеет наименьшую дисперсию (эффективные оценки).

2.2. ПРОСТЕЙШИЕ ОЦЕНКИ
Для случайной выборки 
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 объема N из генеральной совокупности можно вычислить следующие оценки. 

Накопленная частность (накопленная относительная частота), оценка интегральной функции распределения определяется по формуле
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где 
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 - число элементов выборки меньших текущего конкретного значения х, N – общий объем выборки. 

Эмпирическая функция плотности распределения вероятностей определяется по формуле 
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где 
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 - длина интервала; 
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 - число интервалов разбиения выборки; 
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 - число элементов выборки, попавших в j–й интервал. Рекомендуется число интервалов выбирать равным [3].
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В системе Mathcad построение эмпирических функций распределения для выборки 
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 представлено на рис. 2.1.

Выборочное среднее значение
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является несмещенной и состоятельной оценкой математического ожидания. Для выборки из нормальной генеральной совокупности эта оценка также и эффективна.

Для равномерного распределения эффективной оценкой 
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 является следующая статистика
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где 
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 - максимальное и минимальное значение выборки.

Состоятельной, но смещенной оценкой дисперсии является
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а для нормальной совокупности эта оценка и эффективна.

Состоятельной и несмещенной оценкой дисперсии является выборочная дисперсия
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Эта оценка не является эффективной для нормальной генеральной совокупности особенно при малых N.

Для двух выборок случайных величин 
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а выборочное значение коэффициента корреляции
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где 
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- выборочные средним выборочным дисперсии случайных величин 
[image: image286.wmf]1
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 и 
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. Данная оценка коэффициента корреляции является состоятельной и асимптотически несмещенной.

В системе Mathcad вычисления некоторых оценок представлено на рис. 2.2.
2.3. ИНТЕРВАЛЬНЫЕ ОЦЕНКИ. ДОВЕРИТЕЛЬНЫЙ ИНТЕРВАЛ

Рассмотренные точечные оценки параметров не дают информации о степени близости оценки 
[image: image288.wmf]^
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 к соответствующему теоретическому параметру 
[image: image289.wmf]q

. Поэтому более информативный способ оценивания неизвестных параметров заключается в построении интервала, в котором с заданной степенью достоверности будет находиться оцениваемый параметр, т. е. в построении так называемой интервальной оценки параметра 
[image: image290.wmf]q

. Интервальной оценкой параметра 
[image: image291.wmf]q

 называется интервал, границы которого 
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 и который с заданной вероятностью Р накрывает оцениваемый параметр 
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Интервал 
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 называется доверительным, его границы 
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, являющиеся случайными величинами, -соответственно нижним и верхним доверительными пределами, вероятность р - доверительной вероятностью, а величина 
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 - уровнем значимости, используемым при построении доверительного интервала.

Сама по себе ширина доверительного интервала 
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 еще не характеризует высокого качества оценки 
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. Конечно, чем уже доверительный интервал, тем в вероятностном смысле ближе оценка 
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 к истинному значению параметра 
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. Но ширину доверительного интервала всегда следует рассматривать в совокупности с доверительной вероятностью. Иными словами, при данном объеме выборки нельзя повысить р без увеличения ширины доверительного интервала и наоборот.

На практике, в технических приложениях, чаще всего используют значение р = 0, 95, что соответствует уровню значимости q = 0, 05.

Задача нахождения границ доверительного интервала решается с помощью выборочных функций распределения оценки 
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 или некоторой связанной с 
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 подходящей статистики. Чаще всего используют условие
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обеспечивающее для симметричного выборочного распределения 
[image: image306.wmf])
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размещение оценки 
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 в центре доверительного интервала

Пример 2.1. Найти доверительный интервал для оценки с надежностью ( с доверительной вероятностью) р = 0, 95 неизвестного математического ожидания 
[image: image308.wmf]x
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 нормально распределенной случайной величины Х, если известна дисперсия 
[image: image309.wmf]25

2

=

x

s

, выборочное среднее 
[image: image310.wmf]14

=

x

, объем выборки N = 25.
Решение. Доверительный интервал определен выражением


[image: image311.wmf]N

t

x

m

N

t

x

x

q

x

x

q

s

s

2

/

2

/

+

<

<

-

,
(2.11)

где 
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Далее по таблице значений функции Ф (t) [8] находим, что 
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В случае если не известно теоретическое значение 
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 и объем выборки N > 30 используют доверительный интервал [5]
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где- 
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 значения t - распределения Стьюдента, для числа степеней свободы 
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 (для односторонней критической области), находят из таблиц [5].

Число степеней свободы 
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есть разность между числом имеющихся статистических данных N и числом наложенных связей. В данном случае число связей равно единице, т. к. 
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 выражены одно через другое.

Для оценки дисперсии 
[image: image326.wmf]x

s

 при известном 
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 используют доверительный интервал
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где 
[image: image329.wmf]2
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- выборочная дисперсия, рассчитанная по выборке объема N; 
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 - хи - квадрат распределения с числом степеней свободы 
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 (находится из таблиц [5]).

Пример 2.2. По выборке объемом N = 16 из нормальной совокупности найдено 
[image: image334.wmf]1
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. Найти доверительный интервал, покрывающий генеральную дисперсию 
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 с надежностью р = 0, 95.

По таблице [8] для 
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 EMBED Equation.3  [image: image337.wmf] и 
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Приведенный в данном разделе формулы справедливы для нормального распределения случайной величины Х при условии, что наблюдения в выборе независимы.

2.4. ПРОВЕРКА СТАТИСТИЧЕСКИХ ГИПОТЕЗ О ПАРМЕТРАХ    

                                  РАСПРЕДЕЛЕНИЯ

Статистическая гипотеза - есть некоторое предположение относительно свойств генеральной совокупности, из которой извлекается выборка.

Критерий статистической гипотезы - это правило, позволяющее отвергнуть или принять данную гипотезу на основании выборки. При этом широко используются функции результатов наблюдений - или как говорят статистики для проверки гипотез. При этом все возможные значения подобных статистик делятся на две части: области принятия гипотезы и критическую область в которой принимается решение отвергнуть гипотезу.

Проверка гипотезы заключается в сопоставлении некоторых статистических показателей, критериев проверки, вычисляемых по данным выборки в предположении, что проверяемая гипотеза верна.

Нулевой (основной) называют выдвинутую гипотезу Н0.

Конкурирующей (альтернативной) называют гипотезу Н1, которая противоречит нулевой.

В итоге проверки гипотез могут быть допущены ошибки двух родов. Ошибка первого рода состоит в том, что будет отвергнута правильная гипотеза. Вероятность ошибки первого рода называется уровнем значимости критерия и обозначают буквой q.

Ошибка второго рода состоит в том, что будет принята неправильная гипотеза. Вероятность ошибки второго рода обозначают (.

Рассмотрим методы проверки некоторых статистических гипотез.

Задача 2.1. Необходимо сравнить выборочное среднее с гипотетической генеральной средней (математическим ожиданием) нормальной совокупности. Или другими словами необходимо проверить гипотезу о равенстве 
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 заданному значению 
[image: image343.wmf]0

m
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Допустим, что дисперсия генеральной совокупности 
[image: image345.wmf]2
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 неизвестна. В качестве статистики, т. е. функции результатов наблюдений, используют величину
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называемую t - критерием и распределенную по закону Стьюдента с числом степеней свободы 
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Если вычисленное значение 
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 не превышает критического 
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, найденного из таблицы теоретического распределения, то исходная нулевая гипотеза принимается, в противном случае она отвергается.

Пример 2.3. Проверить гипотезу о равенстве нулю 
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c 10% уровнем значимости, если при обработке выборки N = 10 получено 
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Табличное значение 
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, то нулевая гипотеза Н0 должна быть отвергнута, т. е. математическое ожидание генеральной совокупности не равно нулю.

Задача 2.2. Необходимо произвести сравнение выборочных дисперсий 
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, полученных из двух независимых выборок объемом N1 и N2 и извлеченных из нормальных генеральных совокупностей, т.е.
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Для проверки гипотезы применяется F - критерий (дисперсионное отношение)
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где в числителе записано максимальное значение из 
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Для выбранного уровня значимости q / 2 находят границу критической области из таблиц F - распределения Фишера с числом степеней 
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 [5]. Причем 
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, то нуль гипотеза о равенстве двух генеральных дисперсий отвергается, и наоборот.

Пример 2.4. Имеются две выборки объемом 
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Проверим нуль гипотезу о равенстве дисперсий при q = 0.05. Находим
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По таблице [5] находим для 
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Поскольку 
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, то принимаем нуль - гипотезу.

Задача 2.3. Произвести сравнение нескольких дисперсий нормальных генеральных совокупностей по выборкам одинакового объема, т. е. проверить гипотезу
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Для проверки вычисляют 
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Далее по таблице распределения Кохрена находят критическую точку 
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 [5]. Если 
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 нет оснований отвергнуть нулевую гипотезу, иначе нулевую гипотезу отвергают.

Пример 2.5. По четырем независимым выборкам одинакового объема 
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, извлеченным из нормальных генеральных совокупностей, найдены
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Необходимо при уровне значимости q = 0.05 и l = 4 проверить гипотезу (2.19), а также оценить генеральную дисперсию.

Вычислим согласно (2.20)
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Из таблиц [5] находим
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Поскольку 
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, то принимаем Н0, т. е. выборочные дисперсии различаются незначимо.

Поскольку однородность дисперсий установлена, в качестве оценки генеральной дисперсии примем среднюю арифметическую
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Задача 2.4. Произвести сравнение двух средних нормальных генеральных совокупностей, дисперсии которых неизвестны и одинаковы (малые независимые выборки). 

Для этого необходимо проверить гипотезу в предположении, что неизвестные дисперсии равны 
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Для проверки необходимо вычислить


[image: image384.wmf]2

1

2

1

2

1

2

2

2

2

1

1

2

1

)

2

(

)

1

(

)

1

(

N

N

N

N

N

N

S

N

S

N

x

x

t

x

x

набл

+

-

+

-

+

-

-

=


(2.22)

и по таблице точек распределения Стьюдента, по заданному уровню значимости q и числу степеней свободы 
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 найти критическую точку 
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Если 
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 - нулевую гипотезу отвергают. Если 
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- нулевую гипотезу принимают.

Пример 2.6. По двум независимым выборкам N1 = 12 и N2 = 18, извлеченных из нормальных генеральных совокупностей Х1 и Х2, найдены выборочные средние и дисперсии 
[image: image389.wmf].
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 Требуется, при уровне значимости q = 0.05 проверить гипотезу (2.21).

Решение. Поскольку выборочные дисперсии различны, поэтому предварительно проверим гипотезу о равенстве дисперсий (2.17). Вычислим


[image: image390.wmf]1

.

2

40

.

0

84

.

0

=

=

набл

F

.

Для 
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 и q = 0.05 находим из таблиц Фишера [5] (в предположении 
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Так как 
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- нет оснований отвергать нулевую гипотезу о равенстве генеральных дисперсий. Поскольку предположение о равенстве генеральных дисперсий выполняется, сравним средние.

Вычислим 
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Для q = 0.05 и ( = 12+18 -2 = 28, находим из таблиц t - распределение Стьюдента 
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Так как 
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 нулевую гипотезу о равенстве математических ожиданий генеральных распределений отвергаем. Другими словами, выборочные средние различаются значимо.

Задача 2.5. Проверить гипотезу о значимости выборочного коэффициента корреляции двух нормально распределенных случайных величин Х1 и Х2, т. е. проверить гипотезу о равенстве нулю коэффициента корреляции генеральной совокупности
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Для проверки гипотезы необходимо вычислить
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и найти по таблице критических точек распределения Стьюдента для заданного уровня значимости q и числа степеней свободы ( = N - 2, где N - объем выборки, 
[image: image401.wmf])

,

(

n

q

t

крит

.

Если 
[image: image402.wmf]крит

набл

t

t

>

- нулевую гипотезу отвергают и наоборот.

Пример 2.5. По выборке N = 100, извлеченной из двумерной нормальной совокупности (Х1, Х2) найден выборочный коэффициент корреляции r12 = 0.2.
Для q = 0.05 проверить гипотезу (2.23)

Решение. Вычислим
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По таблице Стьюдента находим 
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Поскольку 
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 - отвергаем нулевую гипотезу, т. е. выборочный коэффициент корреляции r12 значимо отличается от нуля и следовательно случайные величины Х1 и Х2 коррелированны.

Задача 2.6. Рассчитать необходимый объем выборки для получения оценки математического ожидания с заданной точностью ( и доверительной вероятностью р, если известны оценки дисперсии 
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, вычисленные по двум выборкам малого объема из одной генеральной совокупности.

Решение. Вычисляем
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По заданной вероятности р находим значение функции Лапласа 
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По значению Ф0 (t) из таблиц [5] находим t - аргумент функции Ф0 (t).

Находим необходимый объем выборки
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Кроме рассмотренных возможны многие другие постановки задач  проверки статистических гипотез, подробно рассмотренные в [5].

2.5. КРИТЕРИИ СОГЛАСИЯ

Критерием согласия называется критерий гипотезы о том, что генеральная совокупность имеет распределение предполагаемого типа. Эти критерии основаны на выборе определенной меры расхождения между теоретическим и эмпирическим распределением. Если такая мера расхождения (т. е. критерий) для рассматриваемого случая превосходит установленный предел, то гипотеза бракуется и обратно. Одним из наиболее распространенных параметрических критериев является критерий (2 (критерий Пирсона).

Рассмотрим проверку гипотезы  и нормальном распределении генеральной (теоретической) совокупности.

Пусть имеем эмпирическое распределение, полученное по результатам выборки (см. ( 2.2)
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Для проверки гипотезы при уровне значимости q необходимо:

1) вычислить выборочные среднее 
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и дисперсию 
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;
2) вычислить теоретические частоты
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3) сравнить эмпирические и теоретические частоты с помощью критерия Пирсона. Для этого находят

а)
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б) по таблице (2 распределения для уровня значимости q и числа степеней свободы 
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в) если 
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, то нет оснований отвергать гипотезу о нормальности распределения генеральной совокупности. Другими словами выборочные (эмпирические) и теоретические частоты различаются незначимо (случайно). Если 
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, то гипотезу о нормальности отвергают.

Если гипотеза принимается, то можно выровнять гистограмму с помощью функции плотности вероятности нормального распределения. Далее можно проводить анализ отклонений теоретической и эмпирической функций распределения.

Пример проверки гипотезы о нормальном распределении генеральной совокупности по выборке объема N =100 в системе Mathcad приведен на рис. 2.3.

Рис. 2.3. К применению критерия согласия 
[image: image422.wmf]2
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Алгоритм проверки гипотезы о равномерном, показательном, биноменальном, Пуассона распределении генеральной совокупности по критерию Пирсона с примерами приведен в [5].

Сведения о непараметрических критериях согласия Колмогорова, Смирнова можно найти в литературе по математической статистике.

2.6. ОСОБЕННОСТИ СТАТИСТИЧЕСКОГО ВЫВОДА

Статистический вывод по своей сути является логически индуктивным методом перехода от частного к общему, и естественно, будет содержать определенные противоречия.

Особенность статистического вывода такова, что при отклонении гипотезы можно оценить заранее вероятность возможной ошибки, когда отбрасывается правильная гипотеза, но если гипотеза принята, это не означает, что она подтверждена с заданной вероятностью. Это означает только, что она согласуется с результатами данного статистического эксперимента, хотя может быть при получении дополнительного экспериментального материала окажется, что ее следует отвергнуть. Иными словами, методика проверки статистических гипотез позволяет отбросить ту или иную гипотезу как неправильную, но не позволяет доказать, что она верна. Статистические критерии указывают лишь на отсутствие опровержения со стороны экспериментальных данных.

Ясно, что на практике всегда можно предположить много разных гипотез, одинаково хорошо согласующихся с результатами наблюдений и никогда нельзя гарантировать, что рассмотрены все возможные гипотезы.

Отсюда, однако не следует, что об объекте исследования нельзя сказать ничего определенного. Формализованные процедуры проверки статистических гипотез дают лишь четкие правила при решении вопроса об отбрасывании или принятии гипотез в экспериментальных науках, причем результатам статистического анализа никогда не следует приписывать слишком большую объективность, поскольку исследователь всегда вносит в исследование априорную, во многом субъективную информацию, играющую зачастую решающую роль. Следует всегда также помнить, что если исследователь не сумеет выдвинуть плодотворную гипотезу о свойствах изучаемого явления, никакие самые сложные статистические методы не могут привести к интересным выводам [3].

2.7. СТАТИСТИКИ И ИЗМЕРЕНИЯ СТАЦИОНАРНОГО СЛУЧАЙНОГО ПРОЦЕССА

Кроме рассмотренных ранее непрерывных процессов (см. ( 1.4), которые классифицируются как случайные процессы с непрерывными состояниями и непрерывным временем различают:

а) процессы с дискретными состояниями и дискретным временем;

б) процессы с дискретными состояниями и непрерывным временем;

в) процессы с непрерывными состояниями и дискретным временем.

Примером процесса типа а) является состояние прибора 
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-не включен и исправен; 
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- включен и исправен; 
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- не включен и не исправен; 
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- включен и не исправен. Процесс включения происходит в дискретные моменты времени.

Если же включение прибора происходит в любой момент времени, то это уже процесс типа б).

Если наблюдать непрерывный процесс 
[image: image427.wmf])
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 в дискретные моменты времени, то получим дискретный процесс вида (рис. 2.4).
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где
[image: image429.wmf])

(

t

x

T

- дискретный процесс, 
[image: image430.wmf]0
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- такт (интервал) квантования, N – объем выборки.

Здесь предполагается, что длительность h замыкания ключа существенно меньше такта квантования 
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, т.е. h <<
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 (см. рис. 2.4).
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Рис. 2.4. Преобразование непрерывной реализации

случайного процесса в дискретную.

В дальнейшем для простоты записи дискретный процесс будем записывать в виде последовательности 
[image: image435.wmf])
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, что справедливо при 
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При дискретизации реализации случайного процесса следует иметь в виду, что выбор слишком малого значения интервала квантования 
[image: image437.wmf]0
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 приведет к избыточности выборки, а следовательно к увеличению объемов необходимой памяти для хранения данных и времени для вычислений.

С другой стороны, при выборе слишком большого значения 
[image: image438.wmf]0
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 возможно наложение (массировка) частот.

Для того чтобы дискретная реализация 
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 содержала все те же частоты, что и исходная непрерывная реализация процесса, необходимо, чтобы выполнилось условие
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где 
[image: image441.wmf]c
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 - граничные угловая частота и частота квантования.

Результат (2.26) получен в известной теореме Котельникова-Шеннона, а частоту 
[image: image442.wmf]c
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 - называют также частотой Найквиста, или частотой свертывания. Рекомендуется [6] выбирать частоту 
[image: image443.wmf]c
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 в 1,5-2 раза больше максимально ожидаемой частоты в спектере исследуемого процесса.

Данные, полученные в результате дискретизации реализации случайного процесса, называют также дискретным временным рядом или просто временным рядом.

Выборочное среднее стационарного ряда вычисляется по формуле (сравни с (1.62))
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Центрирование временного ряда согласно (1.53) распределено выражением
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Выборочная дисперсия
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Оценка автокорреляционной функции центрированного временного ряда равна
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где r – номер шага, m – максимальное число шагов.

При r = 0 имеем (сравни с (1.66))
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С учетом (2.29) имеем


[image: image449.wmf]2

^

1

)

0

(

x

S

N

N

xx

R

-

=

.
(2.32)

Оценка нормированной корреляционной функции (1.83) равна
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Первичная оценка односторонней спектральной плотности стандартным методом (методом Блэкмана и Тьюки) с учетом того, что
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и определены оценки (2.30), (2.31) равна
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где частота f принимает любое значение в диапазоне 
[image: image453.wmf]c

f

f

£

£

0

.

Рекомендуется рассчитывать значения функции 
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В результате будет получено m/2 независимых оценок спектральной плотности, поскольку оценки, отстоящие друг от друга менее чем на 
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, будут коррелированны. На этих дискретных частотах согласно (2.35) имеем
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Здесь индекс n называется порядком гармоники, 
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- первичной оценкой спектральной плотности для гармоники порядка n.

Для проверки формулы (2.37) по всем (m+1) оценкам 
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 следует убедиться в справедливости равенства
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Оценку для теоретической двусторонней спектральной плотности (1.85), определенной как для положительных, так и отрицательных частот, находят с учетом (2.34) и (2.35) из выражения
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Окончательная сглаженная оценка односторонней спектральной плотности определяется путем сглаживания по частоте первичных оценок (2.35) окном Хэннинга, а имеющего корреляционную весовую функцию
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Тогда из (2.37) с учетом (2.40) следует
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Как и в (2.36) n = 0,1,2,…,m.

Если имеются реализации стационарных случайных процессов 
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, подвергнутых дискретизации согласно (2.25) и центрированию вида (2.28), то оценки корреляционных функций (1.69) и (1.70) будут равны
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Соответственно оценка нормированной взаимной корреляционной функции
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Для оценки взаимных спектральных функций (1.88) необходимо вычислить функции
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представляющие собой соответственно четную и нечетную части взаимной корреляционной функции.

Первичные оценки синфазной и квадратурной составляющих взаимной спектральной функции для одностороннего спектра 
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 и дискретных частот (2.36) имеют вид
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Сглаженные оценки величин 
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 соответствующие номеру гармоники n, можно вычислить с использованием окна Хеннинга [6]:


[image: image476.wmf]ï

ï

ï

ï

ï

þ

ï

ï

ï

ï

ï

ý

ü

+

-

=

+

-

=

-

=

+

+

+

-

=

-

=

+

+

+

-

=

+

=

+

=

)

(

~

5

.

0

)

1

(

~

5

.

0

)

(

  

),

(

~

25

.

0

)

1

(

~

25

.

0

)

(

,

1

,...,

2

,

1

),

1

(

~

25

.

0

)

(

~

5

.

0

)

1

(

~

25

.

0

)

(

,

1

,...,

2

,

1

),

1

(

~

25

.

0

)

(

~

5

.

0

)

1

(

~

25

.

0

)

(

),

1

(

~

5

.

0

)

0

(

~

5

.

0

)

0

(

  

);

1

(

~

5

.

0

)

0

(

~

5

.

0

)

0

(

^

^

^

^

^

^

m

Q

m

Q

m

Q

m

C

m

C

m

C

m

n

n

Q

n

Q

n

Q

n

Q

m

n

n

C

n

C

n

C

n

C

Q

Q

Q

C

C

С

.
(2.49)

Сглаженные оценки односторонней взаимной спектральной плотности на m+1 дискретных частотах fn = nfc/m, n = 0,1,2,…,m имеют вид
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где


[image: image478.wmf]÷

÷

÷

÷

ø

ö

ç

ç

ç

ç

è

æ

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

+

=

)

(

)

(

^

2

^

2

^

n

Q

n

C

m

nfc

G

x

U

,
(2.51)


[image: image479.wmf])

(

)

(

^

^

^

n

C

n

Q

arctg

m

nfc

Q

x

U

=

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

.
(2.52)

Отметим, что соотношения между односторонней и двусторонней взаимной спектральной плотностью следующее
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Для оценки частотной передаточной функции линейного динамического звена (см. ( 1.6 и рис. 1.16), в соответствии с (1.04) на дискретных частотах (2.36)
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где 
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 - сглаженные численные оценки энергетических спектров процессов 
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Формула (2.54) дает несмещенную оценку модуля частотной передаточной функции только для идеального случая, когда отсутствуют посторонние шумы на входе и выходе динамического звена.
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 динамического звена наложен посторонний шум, то следует использовать более общий метод получения оценок
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где 
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 - численная оценка энергетического спектра входного процесса 
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Более полно теоретические и практические аспекты анализа случайных процессов, в том числе нестационарных, приведены в [6].
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