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Электростатическое поле в вакууме

Электрический заряд. В основе всего многообразия явлений в природе лежат четыре фундаментальных взаимодействия между элементарными частицами – сильное, электромагнитное, слабое и гравитационное. Каждый вид взаимодействия связывается с определенной характеристикой частицы.

Электрический заряд частицы является одной из основных, первичных ее характеристик. Ему присущи следующие фундаментальные свойства:
1) электрический заряд определяется как инвариантная величина, не зависящая от состояния движения и пр. Такое определение заряда приводит к наиболее простой и физически непротиворечивой теории;

2) электрический заряд существует в двух видах: положительный заряд и отрицательный заряд;

3) электрический заряд является дискретной величиной, кратной (без учета знака) заряду электрона;

4) в любой электрически изолированной системе алгебраическая сумма зарядов не изменяется, это утверждение есть закон сохранения электрического заряда.

Закон Кулона. Закон, определяющий силу взаимодействия двух точечных зарядов, был экспериментально установлен Кулоном в 1785 г. Закон Кулона может быть выражен в системе СИ формулой
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где 
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 – электрическая постоянная, 

 и 

 – величины взаимодействующих заря​дов, 
[image: image3.wmf]12

r

 – вектор, соединяющий первый заряд со вторым, 
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F

 – сила, действующая на второй заряд со стороны первого. Здесь коэффициент
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а заряд q выражается в кулонах (Кл).

Электрическое поле. Согласно современным представлениям взаимодействие между зарядами осуществляется через поле. Всякий электрический заряд q изменяет свойства окружающего его пространства – создает электрическое поле. Это поле проявляет себя в том, что помещенный в какую-либо его точку другой, “пробный”, заряд испытывает действие силы.

Опыт показывает, что сила F, действующая на неподвижный пробный заряд 
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, всегда может быть представлена как
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где вектор E – называют напряженностью электрического поля в данной точке. Вектор E, как видно из (2) есть сила, действующая на неподвижный единичный положительный заряд. Здесь предполагается, что пробный заряд 
[image: image8.wmf]q
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 достаточно мал, чтобы его внесение не вызвало заметного искажения поля (вследствие возможного перераспределения возбуждающих электрическое поле зарядов).

На основании закона Кулона напряженность поля неподвижного точечного заряда q на расстоянии r от него можно представить как
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Формула (3) выражает закон Кулона в полевой форме. Вся совокупность экспериментальных фактов показывает, что этот закон справедлив для расстояний от 

 см до нескольких километров. Заметим еще, что в электростатическом поле (поле, возбуждаемом неподвижными зарядами) сила, действующая на пробный заряд, не зависит от того, покоится он или движется.

Принцип суперпозиции. Другой опытный факт, дополняющий закон (3), заключается в том, что напряженность поля системы точечных неподвижных зарядов равна
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где 
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r

 – расстояние между зарядом 
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 и рассматриваемой точкой поля.

Это утверждение называют принципом суперпозиции электрических полей. Он позволяет вычислять напряженность поля любой системы зарядов.

Распределение зарядов. Для упрощения математических расчетов во многих случаях бывает удобно игнорировать дискретную природу зарядов и считать, что они непрерывно распределены в пространстве. При переходе к непрерывному распределению вводится понятие о плотности зарядов – объемной (, поверхностной ( и линейной (. По определению



[image: image13.wmf]dV

dq

=

r

,  
[image: image14.wmf]dS

dq

=

s

,  
[image: image15.wmf]dl

dq

=

l

 ,
где d
q – заряд, заключенный соответственно в объеме dV, на поверхности dS и на длине dl.

С учетом этих распределений формула (4) может быть представлена в интегральной форме. Например, если заряд распределен по объему, то формула (4) запишется в виде
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Таким образом, зная распределение зарядов, можно определить напряженность электрического поля по формуле (4), если распределение дискретно, или по формуле (4а) или аналогичной ей, если распределение непрерывно.

О свойствах поля E. Определенное выше поле E обладает двумя чрезвычайно важными свойствами, которые позволяют решить ряд вопросов весьма просто и изящно. Эти свойства – так называемые теорема Гаусса и теорема о циркуляции вектора E – связаны с двумя важными математическими понятиями, относящимися к векторным полям: потоком и циркуляцией. Пользуясь только этими двумя понятиями, можно описать все законы электромагнетизма.

Теорема Гаусса. Зададимся некоторой элементарной площадкой dS. Определим вектор dS как вектор, по модулю равным dS и направленным вдоль ее нормали n. Заметим, что выбор направления вектора n (а следовательно и dS) условен, его можно направить и в противоположную сторону. В случае замкнутой поверхности принято нормаль n брать наружу области, охватываемой этой поверхностью. Поток dФ вектора E через площадку dS определяется как
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Если имеется некоторая протяженная поверхность S, то поток вектора E через нее
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Поток вектора E через произвольную замкнутую поверхность S обладает замечательным свойством, которое выражается формулой
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где 
[image: image20.wmf])
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 – алгебраическая сумма зарядов, охватываемая этой поверхностью. Кружок на символе интеграла означает, что интегрирование проводится по замкнутой поверхности. Формула (5) представляет собой теорему Гаусса.

Доказательство теоремы. Сначала рассмотрим один точечный заряд q и некоторую замкнутую поверхность S. Поток вектора E через элемент dS
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где d( – телесный угол, под которым со стороны заряды q видна площадка dS. Заметим, что при таком определении d( телесный угол является алгебраической величиной: если d( опирается на внутреннюю сторону поверхности S, то d( > 0, если же на внешнюю сторону, то d( < 0. Если поверхность не охватывает заряд то, полный поток равен нулю, так как положительные и отрицательные значения подынтегрального выражения компенсируют друг друга. Если поверхность охватывает заряд то, при любой форме поверхности интегрирование по телесному углу дает величину 4(.

Таким образом, для одиночного точечного заряда справедлива теорема Гаусса (5). Общий случай, когда поле создается системой точечных зарядов, сводится к рассмотренному выше случаю. Согласно принципу суперпозиции 
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 – поле, создаваемое i-ым зарядом. Тогда поток вектора E можно записать как
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Для завершения доказательства теоремы остается учесть случай, когда заряды распределены непрерывно. Для определенности считаем, что заряд распределен по объему с плотностью 
[image: image25.wmf])
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. Положив, что каждый элементарный объем dV содержит точечный заряд 
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, сводим задачу к случаю дискретного распределения зарядов. Тогда в правой части (5) следует положить
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где интегрирование проводится только по объему, внутреннему по отношению к замкнутой поверхности S.

Теорема Гаусса (5), называется еще теоремой Гаусса в интегральной форме. Этой теореме можно придать дифференциальную форму. Поделим левую и правую часть (5) на внутренний объем V.
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Представим, что поверхность S стягивается в точку. Правая часть (6) при этом имеет пределом 

. Предел левой части при 

 называют дивергенцией вектора E и обозначают 

. Таким образом, по определению
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Выражение для дивергенции зависит от выбора системы координат. Например, в декартовой системе координат
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В результате предельного перехода в (6) приходим к уравнению
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которое и выражает теорему Гаусса в дифференциальной форме.

Написание многих формул и действия с ними значительно упрощается, если ввести векторный дифференциальный оператор (. В декартовых координатах он имеет вид
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где x, y, z – орты осей X, Y, Z. Сам по себе векторный оператор ( смысла не имеет. Он приобретает смысл только в сочетании со скалярной или векторной функцией, на которую символически умножается. Так, например, если вектор ( умножить скалярно на вектор E, то получим
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Таким образом, дивергенция вектора E может быть записана как 
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. Мы будем пользоваться вторым, более удобным обозначением. Тогда, например теорема Гаусса (8) будет иметь вид
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Существование предела в (7) можно выразить в виде математической теоремы. Разобьем некоторый объем V на элементарные части. Для каждого элементарного объема на основании (7) можно записать
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При суммировании по всем элементам объема, левая часть (9) сводится к поверхностному интегралу вектора E по ограничивающей объем V поверхности. В результате приходим к уравнению
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которое носит название (математической) теоремы Гаусса-Остроградского.

Применение теоремы Гаусса.
Пример 1. Поле равномерно заряженной плоскости. Пусть поверхностная плотность заряда равна (. Из симметрии задачи, очевидно, что вектор E может быть только перпендикулярным плоскости. Кроме того, в симметричных относительно этой плоскости точках вектор E одинаков по модулю и противоположен по направлению. При такой конфигурации поля удобно в качестве замкнутой поверхности выбрать прямой цилиндр, образующая которого перпендикулярна заряженной плоскости.

Поток через боковую поверхность равен нулю, и поэтому полный поток через всю поверхность цилиндра будет 
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, где (S – площадь каждого торца. Внутри цилиндра заключен заряд ((S. Согласно теореме Гаусса 
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где E – проекция вектора E на направленную от заряженной плоскости нормаль. Если ( ( 0, то E ( 0 (вектор E направлен от плоскости), Если же ( ( 0, то E ( 0 (вектор E направлен к плоскости).

Пример 2. Поле двух параллельных плоскостей, заряженных равномерно разно​именными зарядами с плотностями ( и –(. Это поле можно легко найти как суперпозицию полей, создаваемых каждой из плоскостей в отдельности. Между плоскостями напряженности полей имеют одинаковые направления и результи​рующая напряженность поля между плоскостями
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где ( – модуль поверхностной плотности заряда. Направлен вектор E от положи​тельно заряженной плоскости к отрицательной. В остальных областях, как легко видеть, поле равно нулю.

Пример 3. Поле бесконечного равномерно заряженного круглого цилиндра, на единицу длины которого приходится заряд (. Из соображений симметрии следует, что поле имеет аксиальный характер, т.е. вектор E в каждой точке направлен вдоль аксиального радиуса, а модуль E зависит только от расстояния r до оси цилиндра. Замкнутую поверхность предпочтительнее взять в форме коаксиального прямого цилиндра. Тогда поток вектора E через торцы этого цилиндра равен нулю, а через боковую поверхность равен 
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, где r – радиус цилиндра, h – его высота. По теореме Гаусса для случая r ( a имеем 
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При ( ( 0 и E ( 0, т.е. вектор E направлен от заряженного цилиндра, и наоборот.

Если r ( a , то замкнутая поверхность не содержит внутри зарядов, поэтому в этой области 
[image: image46.wmf]0
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Пример 4. Поле сферической поверхности, заряженной равномерно зарядом q. Это поле, очевидно, центрально-симметричное: вектор E направлен вдоль радиуса, а его модуль зависит только от расстояния r до центра сферы. При такой конфигурации поля в качестве замкнутой поверхности удобнее взять концентрическую сферу. Пусть ее радиус r ( a, тогда по теореме Гаусса 
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Знак заряда q определяет направление вектора E: от заряженной сферы (при q ( 0) или к ней (при q ( 0). Если r ( a, то замкнутая поверхность не содержит внутри зарядов, поэтому внутри сферы 
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. Вне заряженной сферы поле эквивалентно полю точечного заряда, имеющего такой же по величине заряд q.

Теорема о циркуляции вектора E. Найдем работу сил электростатического поля при перемещении пробного заряда. Если в качестве пробного заряда переносимого из точки 1 в точку 2, взять единичный положительный заряд, то элементарная работа сил поля на перемещении dr равна Edr, а вся работа



[image: image50.wmf]2

12

1

Ad

=

ò

Er

 .
(11)
Значение этого интеграла не зависит от пути интегрирования. Докажем сначала это утверждение для поля, созданного одним неподвижным точечным зарядом. На основании принципа суперпозиции оно будет верным и для поля, созданного произвольной системой зарядов. Удобно начало отсчета связать с зарядом. Имеем
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(12)
Таким образом, значение интеграла не зависит от пути интегрирования, а зависит только от положения начальной и конечной точки. В случае если путь является замкнутым, т.е. 
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Это утверждение называется теоремой о циркуляции. Поле, обладающее свойством (13), называют потенциальным.

Теорема о циркуляции может быть выражена в дифференциальной форме. Для этого рассмотрим отношение циркуляции вектора E к площади S, ограниченной контуром – 
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 ведет себя как проекция некоторого вектора на нормаль к контуру (направление обхода контура и нормаль связаны между собой правилом правого винта). Этот вектор называют ротором E и обозначают 
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В декартовой системе координат 
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 можно рассматривать как векторное произведение ( на вектор E, т.е. как 
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Теорему о циркуляции вектора E теперь можно записать в дифференциальной форме
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От циркуляции по элементарному контуру вернемся к циркуляции по некоторому контуру L. Разобьем поверхность S, стягивающую исходный контур, на элементарные участки. Для каждого такого участка на основании (14) можно записать
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При суммировании по всем участкам, составляющим поверхность, правая часть (16) дает поток 
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 через S, левая сводится к циркуляции E по контуру L
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Соотношение (17) является математической теоремой – теоремой Стокса.

Потенциал. До сих пор поле описывалось с помощью вектора E. Существует и другой способ описания – с помощью потенциала ( (оба описания однозначно соответствуют друг другу). Второй способ обладает рядом преимуществ, связанный с тем, что требует задания одной скалярной функции, в отличие от первого, требующего задания векторной (трех скалярных) функции.

Тот факт, что интеграл (11) не зависит от пути интегрирования, позволяет определить однозначную скалярную функцию координат 
[image: image64.wmf])
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где 
[image: image66.wmf]1
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 и 
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 – значения функции ( в точках 1 и 2. Так определенная величина 

 называется потенциалом поля. Значение потенциала численно равно потенциальной энергии единичного положительного заряда в данной точке поля. Потенциал, как видно из его определения, задается с точностью до произвольной аддитивной постоянной. Значение этой постоянной не играет роли, так как все явления зависят только от напряженности электрического поля. Последняя же определяется, как будет видно, не самим потенциалом в данной точке поля, а его градиентом.

Потенциал поля точечного заряда. Для определения зависимости потенциала точечного заряда воспользуемся формулами (12) и (18). Получаем
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Устремим точку 2 в бесконечность и примем потенциал на бесконечности равным нулю. Тогда потенциал поля точечного заряда будет определяться формулой
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Потенциал поля системы зарядов. Потенциал по своему определению линейным образом зависит от вектора E. Поэтому для него, как и для вектора E, справедлив принцип суперпозиции
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где 
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 – потенциал, созданный i-м зарядом. Таким образом, потенциал системы неподвижных зарядов
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(19)
где 
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 – расстояние от точечного заряда 
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 до рассматриваемой точки поля.

Если заряды, образующие систему распределены непрерывно, то, как обычно, считаем, что каждый элементарный объем dV содержит точечный заряд (dV, где ( – объемная плотность заряда. С учетом этого формуле можно придать вид
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(19а)

Связь между потенциалом и вектором E. Связь между ( и E можно установить с помощью уравнения (18). С одной стороны, согласно этому уравнению
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с другой – для дифференциала d( можно написать
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Если ввести в рассмотрение вектор 
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, правую часть (20) можно представить в виде скалярного произведения
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Вектор 
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 называется градиентом потенциала (. Градиент ( удобно рассмат​ривать как символическое произведение вектора ( на скаляр ( – ((. Приравнивая два выражения для дифференциала d( и, учитывая, что полученное соотношение справедливо при любом dr, получаем
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Это есть формула, с помощью которой, зная потенциал (, можно найти поле E.
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