Формулирование и оптимизация траектории сочленения кубическими полиномами для промышленных роботов

Аннотация. Из-за физических ограничений оптимальное управление промышленных роботов является сложной задачей. Альтернативным решением задачи является деление её на две части: выбор оптимальной траектории до начала движения и регулирование движения вдоль выбранной траектории в процессе работы манипулятора. Траекторию можно получить путем принятия уже существующих решений. Планирование оптимальной траектории достигается на уровне сочленений. Функция кубического сплайна используется при конструировании траекторий сочленений промышленного робота. Движение робота обусловлено последовательностью декартовых узлов, т.е. положением и ориентацией руки. Для N сочленений робота узловые точки преобразуются в N выборок присоединенных переменных - по одной выборке для каждого сочленения. Кусочные кубические полиномы используются для того, чтобы последовательность перемещений сочленения подходила для каждого из N сочленений. Из-за использования кубической сплайновой функции нужно решить только по два уравнения для каждого сочленения, где n – количество выбранных узлов. Проблема, как оказывается, имеет единственное решение. Разработан алгоритм для построения графика временных интервалов между каждой парой соседних узлов так, чтобы минимизировать время полного прохождения, зависящее от физических ограничений по скорости, ускорению и рывкам сочленения. Была написана программа на “Fortran” для получения: 1) процедуры построения траектории кубического полиномиального сочленения; и 2) алгоритма минимизации времени полного прохождения.
I. Вступление

Промышленные роботы или манипуляторы, управляемые компьютером, являются механизмами конвейерного производства. Одной из причин сложности оптимального управления является высокая нелинейность. Следующая причина – жесткие ограничения, налагаемые на систему. Физически, характеристики силовых приводов сочленений имеют участки насыщения, и развиваемые приводами силы и моменты ограничены. Кроме того, когда робот манипулирует в рабочем пространстве, наполненном препятствиями, или когда он достигает объекта манипулирования, он должен следовать намеченному пути чтобы избежать различных столкновений. 

Из-за сложности только несколько авторов (Kahn и Roth, Takegaki и Arimoto) пытались минимизировать время или квадратическую характеристику. Во всех публикациях либо кориолисовы и центробежные величины опускают в вычислениях при проектировании крутящего момента сочленения, либо пренебрегают налагаемыми ограничениями, либо и то и другое. Результаты оптимизации с учетом выше указанных условий не известны.

Альтернативным решением задачи является деление её на две части: выбор оптимальной траектории до начала движения и регулирование движения вдоль выбранной траектории в процессе работы манипулятора. Проблема регулирования движения обсуждалась различными авторами. Траектория ограничивается в декартовых координатах, а величина развиваемых приводами сил и моментов тоже не бесконечна. Таким образом, возникает задача оптимизации с ограничениями, заданными в двух различных системах координат. Путем аппроксимации полиномами  низкой степени можно сформировать траекторию манипулятора в пространстве присоединенных переменных, соответствующую траектории в декартовом пространстве, и проводить оптимизацию траектории и регулирование движения на уровне присоединенных переменных. Или преобразовать ограничения сил и моментов к декартовой системе координат, а потом производить оптимизацию траектории и регулирование движения. Второй метод – минимизирование времени движения – уже исследован. В этом методе аналитическое преобразование сил и моментов в их декартовы эквиваленты осуществить очень сложно из-за высокой нелинейности динамики робота. Поэтому, это сделано экспериментально. Метод также обременен преобразованиями между сочленениями и декартовыми координатами во время каждого периода. Это необходимо, поскольку измеряемые величины текущих сочленений нужно преобразовать в их декартовы эквиваленты с помощью преобразований Якобиана так, чтобы их ошибки были видны. Используя обратные преобразования Якобиана, определяются эквивалентные ошибки по координатам сочленения. В итоге, пусковые моменты вычисляются на основе уравнений, описывающих динамику робота. Процесс должен завершиться за один период выборки и повторяться в каждом периоде. Поскольку нужно сделать вычисления, частота выборки несколько ограничена.

В связи с тем, что необходимо провести многочисленные нелинейные преобразования из декартовой системы координат в пространство присоединенных переменных, предпочтительнее оказался подход, в котором планирование ведется на уровне присоединённых переменных сочленения. Этот способ включает в себя преобразование заданной траектории в декартовом пространстве в N траекторий присоединенных – по одной для каждого сочленения. Однако, Якобиановы преобразования точечные. Поскольку нет ни одной известной функции, выполняющей данное преобразование, воспользуемся методом подборки. Таким образом, для аппроксимации заданной траектории в декартовом пространстве с помощью функции присоединенных переменных, нужно выбрать достаточное количество узловых точек на заданной траектории и преобразовать их в присоединенные переменные. Затем, для аппроксимации также необходимо N полиномов – по одному для каждой присоединенной переменной. Аппроксимирующие полиномы должны проходить через узловые точки. Если соответствующие узлы для каждого сочленения соединяются вместе прямолинейными отрезками для получения траектории сочленения, то каждое сочленение будет останавливаться пред каждым пересечением смежных отрезков перед тем, как продолжить двигаться по следующему сегменту. Решить задачу означает скомпоновать вместе полиномы низкой степени. Paul и Finkel исследовали вычисление траектории методом интерполяции выбранных узлов. Оба их метода требуют решения системы из приблизительно 3(n-1) и 4(n-1) линейных уравнений, где n – число выбранных узлов. Из эксперимента видно, что траектория кубического полинома гладкая и имеет небольшие отклонения угловых переменных не больше чем на 10 градусов. Таким образом, присоединенные переменные редко достигают своего критического значения, если робот не работает около крайних положений. Следовательно, ограничения по скорости и ускорению считаются самыми важными. Практически, величина скорости изменения ускорения должна оставаться малой для предохранения механических деталей от быстрого изнашивания. Контролирование скорости изменения ускорения может увеличить срок службы робота.

В данной работе для построения траектории мы будем использовать кубические полиномы. Сначала, заданная траектория интерполируется кубическими полиномами по n-2 исследуемым узловым точкам. Требуется, чтобы перемещение, скорость и ускорение были постоянными вдоль всей траектории. Две узловые точки, значения присоединенных координат в которых не определены, должны быть присоединены для обеспечения большей свободы при решении задачи с условием непрерывности. Значит, общее число точек станет равным n и каждая присоединенная переменная будет состоять из n-1 кусочных кубических полиномов. Используя условие непрерывности, особые точки описываются выражением с неизвестными коэффициентами и определенными константами. Для определения неизвестных коэффициентов нужно решить систему n-2 уравнений. Получаемая матрица системы уравнений имеет ленточную форму, что упрощает расчет. Её решением являются аппроксимирующие траекторию функции, которые зависят от интервалов времени между узловыми точками. Для минимизации времени прохождения всей заданной траектории нужно скорректировать величины этих интервалов с учетом имеющихся ограничений в пределах каждого из n-1 отрезков полиномиальной траектории. Следовательно, в процесс оптимизации будет вовлечено большое количество ограничений. Для решения этой проблемы можно воспользоваться методом прямого поиска, если этими ограничениями пользоваться внимательно. В этой работе применяется метод поиска в гибком многограннике, предложенный Nelder и Mead’s. Он определяет направление поиска путем использования точек в изменяемом пространстве. Новый и лучший узел, найденный в результате поиска заменяет худший узел для построения многогранника для следующего поиска. В результате гибкий многогранник будет приближаться шаг за шагом к оптимальному решению. На основе этой идеи разработан итеративный алгоритм, который минимизирует время движения с учетом ограничений по скорости, ускорению и скорости изменения ускорения. Для учета величин, значения которых нам не подходят, мы используем “преобразователь возможного решения”, который приводит не подходящую нам величину к подходящему виду.

Используя данный подход требуется определить время для расчета оптимальных временных интервалов, а потом вычислить и собрать функции вместе. Рассчитанное время, однако, не является ключевой проблемой, поскольку расчет выполняется автономно. После проведения вычислений, полученные в результате функции используются как заданные траектории присоединенных переменных для рабочего режима. Таким образом, вычисления во время рабочего режима при каждом периоде выборки включают в себя только вычисление сил и моментов, развиваемых приводами, но не включает преобразований из декартовой системы координат в пространство присоединенных переменных. Следовательно, возможно увеличение частоты выборки. 

II

Пусть положение системы координат схвата описывает однородная матрица Н(t), размерностью (4x4):
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где p – вектор, описывающий положение манипулятора, n, s и a – вектора нормали, перемещения и подхода соответственно. Оценка сочленения, соответствующая матрице H(t), зависит от структуры робота. Один из примеров решения для манипулятора PUMA представлен ниже.

Пусть H(t)=H(t1). Схват должен пройти последовательность узловых точек в декартовом пространстве: H(t1), H(t2)…H(tn) . Для построения траектории узловым точкам ставятся в соответствие векторы присоединенных координат [q11(t1), q12(t2), …,q1n(tn)],[ q21(t1), q22(t2), …,q2n(tn)],…[ q1n(t1), q2n(t2), …,qNn(tn)], где qji обозначает j-ю присоединенную переменную, соответствующую положению схвата в i-й узловой точке H(t). В данной процедуре построение траектории сочленения происходит для одного сочленения за один раз. Затем строится кубическая интерполяция траектории j-ой присоединенной переменной между точками qj1(t1), qj2(t2), …,qjn(tn). Индекс j в переменной qji не обязателен, поэтому qji ставим в соответствие qi. 

Главная задача – построить траекторию j-ой присоединенной переменной во времени с использованием кубического полинома. Пусть t1<t2<…<tn-2<tn-1<tn – моменты прохождения узловых точек. В начальный момент t=t1 и конечный момент t=tn заданы соответственно начальные qj1, vj1, aj1 и конечные qjn, vjn, ajn (положение, скорость и ускорение). Кроме того, значения присоединенной переменной qjk в моменты времени tk заданы для k=3,4,…,n-2. Однако, значения q2 и qn-1 не фиксированы: как уже говорилось, это необходимо для обеспечения непрерывности кинематических характеристик вдоль всей траектории.

Пусть Qji(t) – кубический полином, описывающий поведение j-й присоединенной переменной между узловыми точками Hi и Hi+1 и определенный на интервале [t1, ti+1]. Задача состоит в “сшивке” между собой полиномов Qji(t) (i=1,2,…,n-1) так, чтобы они проходили через заданные узловые точки и обеспечивалась непрерывность положения, скорости и ускорения на всем интервале [t1, tn].
Поскольку Qji(t) – кубический полином, его вторая производная Q’’ji(t) должна быть линейной функцией времени t:

Q’’ji(t)=[(ti+1-t)/hi]*Q’’ji(ti) + [(t-ti)/hi]*Q’’ji(ti+1),         i=1,…,n-1,                                         (1)









j=1,…,N,

где hi= ti+1-t – время, затрачиваемое на прохождение i-го участка. Дважды интегрируя Q’’ji(t) и учитывая граничные условия Qji(ti)=qji и Qji(ti+1)=qi,i+1, получаем интерполирующую функцию следующего вида:

Qji(t)= [(Q’’ji(ti)/6hi]*(ti+1-t)3 + (Q’’ji(ti+1)/6hi]*(t-ti)3 + 

+ [qj,i+1/hi – hiQ’’ji(ti+1)/6](t-ti) + [qi,t/hi – hiQ’’ji(ti)/6](ti+1-t)     i=1,2,…,n-1,










j=1,2,…,N.                             (2)

Таким образом, для i=1,2,…,n-1, Qji(t) определены, если известны Q’’ji(ti) и Q’’ji(ti+1). На основании этого можно записать систему n-2 линейных уравнений относительно неизвестных Q’’ji(ti), i=2,…, n-1,(описание системы в приложении А):

A=
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A=
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Ленточная структура матрицы А позволяет легко определить неизвестную величину Q’’i(ti). В окончательном виде полиномы Qi’’(ti) выражаются временными интервалами hi и данными значениями присоединенных координат, скоростей и ускорений.

Доказательство единственного решения

Свойство 1: Задача интерполяции траектории имеет единственное решение, т.е. матрица А в уравнении (3) неособенная.

Доказательство: Известно, что hi – временные интервалы и должны быть положительны. Кроме того, в матрице А все строки, кроме 2 и n-3, удовлетворяют неравенству
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а) Если h2 
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 h1 и hn-2 
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 hn-1, строки 2 и n-3 также будут удовлетворять неравенству (4). Поэтому, матрица А становится строго диагональной и неособенной.

б) Если h1 > h2, выполняем строковую операцию вычитания (строка 1)x(h2 – h21/h2)/(3h1+2h2+ h21/h2) из строки 2 для исключения а21. Получаем:
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Из h1 >h2 следует, что 
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. Поэтому матрица А эквивалентна строго диагональной матрице. Следовательно, уравнение (3) имеет единственное решение.

III.Описание траектории кубическими полиномами

В промышленности производительность зависит от скорости манипулирования робота. Для увеличения скорости работы манипулятора нужно минимизировать время движения вдоль заданной траектории. Задача оптимизации сводится к минимизации времени движения путем соответствующего выбора величин временных интервалов h1, h2,…, hn-1. с учётом ограничений присоединенных скоростей, ускорений, моментов и скоростей изменения ускорений. Для  удобства примем



VCj – ограничение по скорости для j-го сочленения,



wCj – ограничение по ускорению для j-го сочленения,



JCj – ограничение по скорости изменения ускорения для j-го сочленения.

Qji(t) – кубический полином, описывающий поведение j-й присоединенной переменной между узловыми точками i и i+1, т.е. между Hi и Hi+1 .

wji – ускорение в Hi; оно соответствует Qji’’(ti)  если Qji(t) проходит через Hi в момент времени ti.

X=(h1, h2,…, hn-1),- вектор временных интервалов.

Задачу можно сформулировать следующим образом: минимизировать целевую функцию Т
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при следующих ограничениях:
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Строгое представление этих ограничений представлено ниже.

а) Ограничение по скорости.  
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Дифференцируя равенство (2) и заменяя Qji’’(ti) и Qji’’(ti+1) соответственно на wji и wj,i+1, получаем:
Qji’(t)=wji/2hi*(ti+1-t)2 + wji+1/2hi*(t-ti)2 + [qj,i+1/hi – hiwj,i+1/6] – [qji/hi – hiwji/6],

Также Qji’’(t) можно представить как 

Qji’’(t)= wj,i+1/hi*(t-ti) + wji/hi*(t-ti+1),

Скорость достигает своего максимального по абсолютной величине значения в одной из точек ti , ti+1 или 
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для  i=1,2,…,n-1,     j=1,2,…, N,                                                                               (6)

где
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б) Ограничения по ускорению:
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Между двумя узловыми точками ускорение линейно зависит от времени. Поэтому максимальная абсолютная величина ускорения  достигается в точке ti или в точке ti+1 и равна максимальной из величин 
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в) Ограничение по скорости изменения ускорения:
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Ограничение по скорости изменения ускорения можно представить в виде:
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Пример возможного решения

Свойство 2: Задача оптимизации при наличии ограничений (6) - (8) всегда имеет решение. 

Если временные интервалы h1,…, hn-1 ….………., тогда, в соответствии со свойством 1 I-го раздела w2, w3,…, wn-1 определяются однозначно. Однако, ограничения по скорости, ускорению и скорости изменения ускорения могут не удовлетворять требованиям. В этом случае временные интервалы {h1,…, hn-1} могут быть увеличены для придания ограничениям значений, удовлетворяющих требованиям. Для этого представим Qi(t) исходным полиномом присоединенной переменной, определённым на временном интервале [ti, ti+1]=[ti, ti+hi]. Если все временные интервалы увеличить в соответствии с 
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Если временной интервал hi заменен на 
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hi для i=1,2,…,n-1, тогда величины скорости, ускорения и скорости изменения ускорения будут уменьшены коэффициентами 
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соответственно. Эти изменения обеспечат скорость, ускорение и скорость изменения ускорения значениями, отвечающими требованиям.
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называется коэффициентом возможного регулирования. Процедура, выполняющая приведение некорректных величин к удовлетворяющему виду называется  преобразователь возможного решения (ПВР). В итоге, процедура имеет вид:

1) Вычисление 
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2) Замещение временных интервалов (h1, h2,…, hn-1) на (
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3) Замещение wj,2, wj,3,…, wj,n-1 на 
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Алгоритм оптимизации

Матрица А(Х) определена как вектор временных интервалов между выбранными узлами, т.е. [h1, h2,…, hn-1]. Основной задачей Х является представление Т(Х) и соответствует (h1+h2+…+hn-1). Сначала выбирается n – максимальное количество вершин Хi , (i=1,2,…, n), для формирования исходного многогранника. Пусть Xg и Xs имеют максимальное и минимальное значения функции. Предположим, что Хn+1 – центроид многогранника, не включая Хg. Вычисляется это так:
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 EMBED Equation.3  [image: image55.wmf] .                                                                                              (13) 

Алгоритм пытается выбрать наилучшие значения (в соответствии с минимальным значением функции) вдоль прямой, соединяющей Xg и Xn+1, для замещения неудовлетвори-тельной величины Xg. Если это ему не удается, то многогранник уменьшается. Процедура поиска необходимых величин и уменьшения размера многогранника включает в себя отображение, растяжение, сжатие и уменьшение. Все они представлены ниже:

1)Отображение: Отображение Xg через центроид вычисляется следующим образом:

Xn+2=Xn+1+a(Xn+1-Xg),                                                                                                         (14)

где а>0 – коэффициент отображения. Отметим, что все элементы Xn+2 являются временными интервалами. Для того, чтобы все интервалы были положительными, коэффициент а должен быть правильно определен. Сначала, примем его равным 1. Если какой-нибудь элемент Xn+2 будет отрицательным, то коэффициент следует уменьшить. Пусть Xp=[
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Все элементы должны быть положительными, т.е. 
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Из (14) получаем 
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где 0<
[image: image66.wmf]1
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<1 выбрана для того, чтобы убирать Xn+2 от границы, где хотя бы один элемент Xn+2 = 0.

2) Растяжение: Растянуть вектор (Xn+2-Xn+1) можно следующим образом:
Xn+3=Xn+1+
[image: image67.wmf]g

(Xn+2-Xn+1),







         (16)

где 
[image: image68.wmf]g

>1 – коэффициент растяжения. Для того, чтобы значения всех элементов Xn+3 были положительными, этот коэффициент должен быть определен следующим образом:
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где 0<
[image: image70.wmf]2
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<1.

3) Сжатие: Сжать вектор (Xg-Xn+1) можно следующим образом:
Xn+4=Xn+1+
[image: image71.wmf]b

(Xg-Xn+1),
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где 0<
[image: image72.wmf]b

<1 – коэффициент сжатия.

4) Уменьшение: Уменьшить все вектора (Xi-Xs), i=1,2,…,n, деля их пополам начиная с Xs можно следующим образом:
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До начала поиска выберем n – максимальное количество вершин многогранника. Пусть qj,1, qj,3,…, qj,n-2, qj,n  -  присоединенные переменные, соответствующие положению схвата в j-й узловой точке. Из-за особенностей 2-ой и n-1 точек, qj,2 и qj,n-1 еще не определены. Временно они определены как qj,2=(qj,1+qj,3)/2 и qj,n-1=(qj,n-2+qj,n)/2. Таким образом, нижняя граница вектора временных интервалов оценивается как:
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Первая вершина Х10 вычисляется как 
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D – выбранное расстояние. Поэтому, 
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. D влияет на размер многогранника.

Повторением операции мы уменьшаем размеры исходного многогранника и потом отслеживаем шаги поиска и приближения (к пределу). В процессе уменьшения многогранник иногда может принимать настолько малые размеры, что невозможно будет найти решение. Для возобновления процесса поиска мы будем использовать
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 будет меньше ранее определенного значения e1, то начнет выполняться новый цикл. Построение большего по размерам многогранника позволяет получить следующие преимущества:

1) Увеличение размера многогранника увеличивает шаг поиска на столько, чтобы он был способен достичь наилучшей вершины.

2) Форма многогранника изменяется в соответствии с направлением поиска.

Результаты двух следствий сравниваются. Цикл будет повторяться до тех пор, пока не возникнет каких-либо существенных различий между результатами, т.е. разность решений двух циклов будет меньше ранее определенного значения e2. Ниже представлен подробный алгоритм вычисления. LВ алгоритме, при достижении 14 шага, цикл завершается. На 13 шаге завершается стадия повторения этого цикла. Таким образом, kk – номер цикла, который начинается с 0, а k – номер стадии для каждого цикла, который тоже начинается с 0.

(Инициализация)
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(Вычисление первой вершины многогранника)
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[image: image95.wmf]X

¢

.

(Вычисление остальных n-1 вершин многогранника)
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Шаг 4) Из n вершин 
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Шаг 5) Вычисляем центр многогранника 
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(Отображение)

Шаг 6) Проводим отображение для получения 
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приводим к подходящему для нас виду процедурой (ПВР), если до этого она была не подходящей.

(Растяжение, при 
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иначе продолжаем (Замечание: 
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показывает, что некоторые вершины многогранника в результате отображения имеют хоть и малые, но положительные значения. Растяжение нельзя проводить, т.к. они могут стать отрицательными, а это нарушает условие о положительных временных интервалов.

б) Выполняем отображение для получения 
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потом увеличиваем k=k+1 и переходим на шаг 13).
Шаг 8) Если 
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[image: image120.wmf])

(

)

(

)

(

)

(

2

k

g

k

n

X

T

X

T

<

+

, тогда полагаем 
[image: image121.wmf])

(

2

)

(

k

n

k

g

X

X

+

=

.

(Сжатие)

Шаг 10) Выполняем сжатие для получения величины 
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приводим к подходящему для нас виду процедурой (ПВР), если до этого она была не подходящей.
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(Уменьшение)

Шаг 12) Уменьшаем многогранник следующим образом:


[image: image126.wmf](

)

)

(

)

(

)

(

)

(

5

,

0

k

s

k

i

k

s

k

i

X

X

X

X

-

+

¬

,       
i=1,2,…,n.

(Проверка размера многогранника)

Шаг 13) Если  
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(Проверка на близость результатов решений двух циклов)

Шаг 14) Если 
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Алгоритм оптимизации всегда приводит не удовлетворяющую величину к подходя-щему для нас виду процедурой (ПВР), которая выполняет преобразование не удовлетворяющих величин умножением на величину 
[image: image132.wmf]l

.Процедура преобразования занимает очень мало времени.

В начале каждого цикла n вершин первоначально определяются так, что любая из    (n-1) вершин линейно независима. Новая вершина, которая замещает 
[image: image133.wmf]g
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, всегда представляет собой линейную комбинацию 
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 и остальных n-1 вершин. Следовательно, любая из (n-1) вершин из нового выбора вершин n все еще линейно независима. Расположение исключает возможность того, что поиск попадет в подпространство.

Приложение А

Вычисление производной для 
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Условие непрерывности по скорости дает нам 
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Не оговоренные присоединенные переменные в двух особых точках могут быть выражены граничными величинами начальных и конечных узлов вместе с 
[image: image138.wmf])

(

2

1

t

Q

¢

¢

и 
[image: image139.wmf])

(

1

2

-

-

¢

¢

n

n

t

Q

. Следовательно,


[image: image140.wmf])

(

6

3

2

1

2

1

1

2

1

1

1

1

2

t

Q

h

a

h

v

h

q

q

¢

¢

+

+

+

=

,                                          


        (А.2)


[image: image141.wmf]).

(

6

3

1

2

2

1

2

1

1

1

-

-

-

-

-

-

¢

¢

+

+

-

=

n

n

n

n

n

n

n

n

n

t

Q

h

a

h

v

h

q

q







        (А.3)

Подставляя (А.2) и (А.3) в (А.1) получаем
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Из-за условия непрерывности по ускорению в уравнениях (А.4) и (А.8) 
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