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Аннотация

Построены математические модели двухколесного экипажа при «блокировке» и
«пробуксовке» одного из колёс. Показано, что при определённом сочетании параметров
движения потеря сцепления колеса с дорогой приводит к заносу экипажа.

Abstract

A. V. Vlakhova, I. V. Novozhilov, On skidding of a wheeled vehicle when one of the
wheels blocks or slips, Fundamentalnaya i prikladnaya matematika, vol. 11 (2005), no. 7,
pp. 11—20.

Two-wheel vehicle models for the case when one of the wheels blocks or slips are
suggested. Some combinations of motion parameters are shown to lead to the skidding of
the vehicle.

Рассматривается двухколёсный экипаж с передне-задним расположением ко-
лёс, движущийся по горизонтальной шероховатой поверхности. Конструкция
экипажа считается абсолютно жёсткой, переднее колесо фиксировано в плос-
кости продольной симметрии экипажа, боковых наклонов нет. Последнее до-
пущение оправданно для общепринятой в литературе «велосипедной» модели
автомобиля [4,9] либо для велосипеда или мотоцикла в пренебрежении эффек-
тами, связанными с наклонами корпуса.

Уравнения движения экипажа с несущественными переобозначениями си-
стем координат и переменных возьмём из [7]. Они слагаются из уравнений
изменения количества движения и кинетического момента экипажа относитель-
но центра масс C в проекциях на оси трёхгранника Cxyz и уравнений вращения
колёс относительно их осей. Ось x трёхгранника Cxyz лежит в плоскости про-
дольной симметрии и направлена вперёд по ходу движения, ось z вертикальна
(рис. 1).
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Рис. 1 Рис. 2
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(
dVx
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)
= P1x + P2x + Fx,

M

(
dVy

dT
+ ΩzVx

)
= P1y + P2y + Fy,

N1 + N2 − Mg = 0, −AN1 + BN2 − (P1x + P2x)H = 0,

Iz
dΩz

dT
= P1yA − P2yB + Mz,

I
dΩ1

dT
= −P1xR + L1, I

dΩ2

dT
= −P2xR + L2.

(1)

Здесь T —размерное время; M , Iz —масса и момент инерции экипажа; I, R—
осевой момент инерции и радиус колёс; A, B —передний и задний вынос колёс
относительно центра масс, H —высота центра масс над опорной поверхностью;
Vx, Vy —проекции вектора его скорости, Ωz —проекция угловой скорости кор-
пуса; Ω1, Ω2 —угловые скорости колёс (при выбранном направлении движения
принимается Vx(0),Ω1(0),Ω2(0) > 0); Fx, Fy, Mz —проекции возмущающих сил
и моментов (для простоты считается, что продольные силы приводятся к глав-
ному вектору Fx в центре масс); L1, L2 —моменты управления колёсами; P1x,
P1y, P2x, P2y и N1, N2 —проекции касательных и нормальных составляющих
контактных сил взаимодействия первого (переднего) и второго (заднего) колёс
с опорной поверхностью. Из (1) следует, что

N1 =
MgB − (P1x + P2x)H

A + B
, N2 =

MgA + (P1x + P2x)H
A + B

. (2)

Как и в [5—7], примем для касательных составляющих сил зависимости

Pix = −κNi
six

si
p(si), Piy = −κNi

siy

si
p(si), i = 1, 2. (3)

Здесь κ —коэффициент кулонова трения скольжения,

six =
Uix

ΩiR
, siy =

Uiy

ΩiR
, si =

√
s2

ix + s2
iy, i = 1, 2, — (4)
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составляющие векторов «псевдоскольжения» и их модули для точек контакта
колёс;

Uix = Vx − ΩiR, i = 1, 2,

U1y = Vy + ΩzA, U2y = Vy − ΩzB —
(5)

составляющие скоростей проскальзывания точек контакта колёс относительно
опорной поверхности. Для функции p(si) из (3) примем кусочно-линейную ап-
проксимацию, график которой приведён на рис. 2. Для автомобильных колёс
ширина линейной зоны— ε ≈ 0, 1 [6, 7]. Если во время движения i-го колеса
si < ε, то говорят, что это колесо не теряет сцепления с дорогой, если si > ε—
теряет. Если при этом six = (Vx − ΩiR)/ΩiR > 0, то колесо блокируется, если
six < 0—пробуксовывает.

Будем полагать далее, что отношение массы m колеса к массе M экипажа
мало́: µ = m/M ∼ 10−1 ÷ 10−2.

Рассмотрим сначала движение экипажа под действием скачкообразного из-
менения момента торможения L2 < 0, величина которого превосходит предель-
ное значение момента контактной силы: |L2| > κN2R. Тогда за конечное время,
существенно меньшее характерного времени изменения скорости центра масс,
угловая скорость заднего колеса обратится в нуль— колесо блокируется. Будем,
далее, изучать движение экипажа после завершения процесса блокировки. Ма-
тематическая модель этого движения получается из (1)—(5) при Ω2 ≡ 0. Из
последнего уравнения (1) может быть найдено значение момента сил кулонова
трения на тормозных колодках, реализующего это движение: L2 = P2xR. Ка-
сательные составляющие контактных сил заднего колеса обращаются в силы
кулонова трения скольжения и могут быть получены из (3)—(5) предельным
переходом Ω2 → 0:

P2x = −κN2
Vx√

V 2
x + (Vy − ΩzB)2

,

P2y = −κN2
Vy − ΩzB√

V 2
x + (Vy − ΩzB)2

.

(6)

Будем предполагать, что величина момента L1 не приводит к блокировке пе-
реднего колеса, так что аргумент s1 из (3) остаётся в линейной зоне s1 < ε
характеристики p(s1).

Построим приближённую математическую модель рассматриваемого движе-
ния, учитывающую малость отношения масс µ = m/M � 1 и малость величины
s1 < ε � 1 [5].

Приведём уравнения движения к нормализованной, безразмерной форме, со-
держащей малые параметры. Как и в [3,5], предварительно перейдём от исход-
ного набора фазовых переменных

{Vx, Vy,Ωz,Ω1,Ω2 ≡ 0}
к набору

{Vx,Ωz, U1x, U1y,Ω2 ≡ 0},
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содержащему «быстрые» переменные U1x, U1y, которые входят в уравнения (3)
с «большим» коэффициентом κN1/ε. Проделав при помощи (5) указанную за-
мену, получим

M
dVx

dT
= P1x + P2x + Fx + MΩz(U1y − ΩzA),

Iz
dΩz

dT
= P1yA − P2yB + Mz,

M
dU1y

dT
= P1y + P2y + Fy − MΩzVx +

MA

Iz
(P1yA − P2yB + Mz),

I

R

dU1x

dT
= P1xR − L1 +

I

RM
(P1x + P2x + Fx + MΩz(U1y − ΩzA)),

P1x = −κN1

ε

U1x

(Vx − U1x)
, P1y = −κN1

ε

U1y

(Vx − U1x)
,

P2x = −κN2
Vx√

V 2
x + (U1y − Ωz(A + B))2

,

P2y = −κN2
U1y − Ωz(A + B)√

V 2
x + (U1y − Ωz(A + B))2

.

(7)

Выражения (2) здесь не приводятся, поскольку замена их не затрагивает. Пе-
рейдём в (2), (7) к безразмерным величинам

t =
T

T∗
, vx =

Vx

Vx∗
, u1x =

U1x

U1x∗
, u1y =

U1y

U1y∗
, ωz =

Ωz

Ωz∗
,

p1x =
P1x

P∗
, p1y =

P1y

P∗
, . . . , n1 =

N1

N∗
, . . . ,

fx =
Fx

F∗
, . . . , mz =

Mz

Mz∗
, l1 =

L1

L∗
, . . . ,

(8)

где T∗, . . . , L∗ —характерные значения соответствующих величин для рассмат-
риваемого класса движения. Примем N∗ = Mg. Тогда для κ ∼ 1 будет P∗ =
= Mg. Будем считать возмущающие силы величинами порядка контактных сил:
F∗ = P∗ = Mg. Положим Mz∗ = P∗(A + B), L∗ = P∗R. Оценивая время,
за которое под действием сил порядка Mg скорость изменяется на величи-
ну порядка характерной скорости V∗, примем T∗ = V∗/g. При s1 < ε из (4)
следует U∗ = εΩ1∗R. Тогда из (5) получим Vx∗ = Ω1∗R. Будем полагать, что
при заносе составляющие скорости Vx, Vy —величины одного порядка. Тогда
из (5) для |Vx|, |Vy| ∼ V∗, |U1y| ∼ εV∗ вытекает оценка V∗ = Ωz∗(A + B). Считая
инерционные силы в (7) соразмерными активным силам, примем MΩz∗V∗ = Mg.

Подставим (8) в (7), (2), поделим полученные уравнения соответственно на
Mg, Mg(A + B), Mg, MgR. Нормализованным аналогом системы (7), (2) будет
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dvx

dt
= p1x + p2x + fx + εωzu1y − ω2

za,

�2
z

dωz

dt
= p1ya − p2yb + mz,

ε
du1y

dt
= p1y + p2y + fy − ωzvx +

a

�2
z

(p1ya − p2yb + mz),

εµ�2 du1x

dt
= p1x − l1 + µ�2(p1x + p2x + fx + εωzu1y − ω2

za),

p1x = −κn1
u1x

vx − εu1x
, p1y = −κn1

u1y

vx − εu1x
,

p2x = −κn2
vx√

v2
x + (εu1y − ωz)2

, p2y = −κn2
εu1y − ωz√

v2
x + (εu1y − ωz)2

,

n1 = b − (p1x + p2x)h, n2 = a + (p1x + p2x)h.

(9)

Здесь

µ =
m

M
, �2

z =
(

rz

A + B

)2

, �2 =
( r

R

)2

,

a =
A

A + B
, b =

B

A + B
, h =

H

A + B
,

rz, r —радиусы инерции экипажа и колеса.
Будем рассматривать (9) как сингулярно возмущённую по А. Н. Тихонову

систему с иерархической структурой малых параметров: εµ � ε ∼ µ � 1. По-
строим двукратно вырожденную систему, полагая в (9) равными нулю сначала
члены порядка εµ, а затем ε и µ [2,8]:

dvx

dt
= p1x + p2x + fx − ω2

za,

�2
z

dωz

dt
= p1ya − p2yb + mz,

0 = p1y + p2y + fy − ωzvx +
a

�2
z

(p1ya − p2yb + mz),

0 = p1x − l1

p1x = −κn1
u1x

vx
, p1y = −κn1

u1y

vx
,

p2x = −κn2
vx√

v2
x + ω2

z

, p2y = −κn2
−ωz√
v2

x + ω2
z

,

n1 = b − (p1x + p2x)h, n2 = a + (p1x + p2x)h.

(10)

Уравнениями (10) описываются медленные составляющие движения, развиваю-
щиеся в характерном масштабе времени T∗. Погрешность приближённой моде-
ли (10) по отношению к исходной системе (9) — величина порядка O(ε + µ) вне
пограничного слоя, оцениваемого величиной O(−ε ln(ε + µ)) [2]. Корректность
проведённого двукратного вырождения при vx > 0, n1, n2 > 0 устанавливается
по [2,8] без труда.
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Исследуем приближённую модель (10). Исключив p1x, p1y, запишем её в виде

dvx

dt
= l1 + fx − ω2

za − κn2
vx√

v2
x + ω2

z

,

(a2 + �2
z)

dωz

dt
= −afy + mz + ωzvxa − κn2

ωz√
v2

x + ω2
z

,

n2 = (a + l1h)

√
v2

x + ω2
z√

v2
x + ω2

z + κhvx

.

(11)

Системой (11) описывается продольное движение центра масс экипажа и его
вращение вокруг точки контакта переднего колеса, не потерявшего сцепления
с дорогой.

Пусть переднее колесо катится свободно (l1 = 0), внешних возмущений нет
(fx, fy,mz = 0). В качестве начальных условий возьмём vx(0) > 0, ωz(0) = 0.
Тогда (11) имеет частное решение

v0
x(t) = vx(0) − κn0

2t, ω0
z(t) ≡ 0, n0

2 =
a

1 + κh
. (12)

Соотношения (12) описывают прямолинейное, равнозамедленное движение при
торможении экипажа постоянной силой кулонова трения на блокированном зад-
нем колесе.

Рассмотрим движение для произвольных начальных условий. При
l1, fx, fy,mz = 0 и любых vx > 0, ωz справедливо неравенство 0 < n2 < 1.
Тогда n1, n2 > 0, т. е. движение происходит без отрыва обоих колёс от дороги.
Исключив в (11) величину n2, получим

dvx

dt
= −κa

vx√
v2

x + ω2
z + κhvx

− ω2
za,

(a2 + �2
z)

dωz

dt
= −κa

ωz√
v2

x + ω2
z + κhvx

+ ωzvxa.

(13)

Из первого уравнения видно, что при vx > 0 и любых ωz будет dvx/dt < 0, т. е.
продольная скорость монотонно убывает во всё время движения. Из второго
уравнения следует, что угловое ускорение может менять знак.

На рис. 3 качественно изображён фазовый портрет системы (13). Траектории
симметричны относительно оси vx. Пунктиром изображены изоклины

ω2
z =

κ
2(1 − hv2

x)2

v2
x

− v2
x,

соответствующие dωz/dt = 0. Справа от этих изоклин угловая скорость по ве-
личине возрастает, что можно трактовать как занос экипажа.

Полученные результаты почти без изменения можно использовать в задаче
о разгоне с пробуксовкой заднего колеса. В последнем уравнении системы (1)
тогда следует изменить знак тормозного момента L2 < 0 на противополож-
ный— разгонный L2 > 0—и задать его величину превосходящей предельное
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Рис. 3 Рис. 4

значение момента контактной силы. Это приведёт к быстрому разгону колеса
с проскальзыванием, пробуксовкой, до угловой скорости Ω0

2 = const, опреде-
ляемой характеристиками двигателя. Так же, как и ранее, будем проводить
исследование после завершения этого малоинерционного процесса.

В рассматриваемом случае из (5) следует U2x = Vx − Ω0
2R < 0, что изменит

на противоположный знак перед выражением контактной силы P2x в (2) и (7).
Все остальные выкладки повторяют проведённые выше. Уравнение, соответству-
ющее (12), будет описывать разгон аппарата до стационарной скорости vx = v0,
где v0 = Ω0

2R/V∗,

v0
x(t) = vx(0) + κn0

2t, ω0
z(t) ≡ 0, n0

2 =
a

1 − κh
. (14)

Аналогом выражения n2 из системы (11) при l1, fx, fy,mz = 0 будет

n2 = a

√
(vx − v0)2 + ω2

z√
(vx − v0)2 + ω2

z + κh(vx − v0)
.

Отсюда можно получить условие

1 − a − κh > 0, (15)

обеспечивающее выполнение требования 0 < n2 < 1 безотрывности движения
обоих колёс.

Аналогом системы (13) будет

dvx

dt
= −κa

vx − v0√
(vx − v0)2 + ω2

z + κh(vx − v0)
− ω2

za,

(a2 + �2
z)

dωz

dt
= −κa

ωz√
(vx − v0)2 + ω2

z + κh(vx − v0)
+ ωzvxa.

(16)

Обсудим возможность возникновения заноса в этом случае. Фазовые траекто-
рии системы (16) симметричны относительно оси vx. На рис. 4 пунктирными
линиями изображены изоклины
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ω2
z =

κ
2(1 + hvx(v0 − vx))2

v2
x

− (v0 − vx)2, (17)

соответствующие dωz/dt = 0, штрихпунктирными линиями— изоклины

(v0 − vx)2 =
ω6

z

κ
2(1 + hω2

z)2 − ω4
z

,

соответствующие dvx/dt = 0.
Заметим, что случай

v2
0 � 4κ

1 − κh
, (18)

когда кривая (17) имеет два пересечения с осью vx в точках

V1 =
(

v0

2
−

√(v0

2

)2

− κ

1 − κh
, 0

)
, V2 =

(
v0

2
+

√(v0

2

)2

− κ

1 − κh
, 0

)
, (19)

является опасным с точки зрения возникновения заноса. Действительно, здесь,
независимо от величины начальной угловой скорости ωz, с ростом скорости
разгона vx фазовые траектории попадают в область V1O1O2V2, в которой угловая
скорость экипажа будет возрастать.

Исследуем случай (18) для наиболее опасной ситуации, когда экипаж попа-
дает на скользкую дорогу, т. е.

κ � v2
0

4 + v2
0h

. (20)

Малость величины κ обеспечивает выполнение неравенств (15) и (18). Из (19)
с погрешностью O(κ2) следует

V1 =
(

κ

v0
, 0

)
, V2 =

(
v0 − κ

v0
, 0

)
.

При этом основание V1V2 «опасной» области V1O1O2V2 практически совпада-
ет со всем диапазоном (0, v0) изменения продольной скорости vx. Координата-
ми равновесных точек системы (16) с погрешностями O(κ

√
κ) и O(κ2) будут

O1 = (0,
√

κ) и O2 = (v0, κ/v0). Проведя линеаризацию (16) вблизи точки O1

легко показать, что эта точка является устойчивым фокусом. Из рис. 4 видно,
что индекс Пуанкаре точки O2 равен −1 , т. е. тип этой особой точки— седло.
Фазовый портрет системы (16), отвечающий условию (20), приведён на рис. 4.

Рассмотрим теперь задачу о движении при потере сцепления переднего коле-
са. Начнём с торможения, приводящего к блокировке. В отличие от предыдуще-
го, теперь в (1)—(5) следует принять Ω1 = 0, а в качестве быстрых переменных
системы вида (2), (7) взять U2x, U2y. Примем те же, что и ранее, допущения
и проделаем однотипные выкладки. Условием безотрывности колёс здесь будет
1 − b − κh > 0, невозмущённым движением системы—

v0
x(t) = vx(0) − κn0

1t, ω0
z(t) ≡ 0, n0

1 =
b

1 − κh
.
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Рис. 5 Рис. 6

Система, аналогичная (13), имеет вид

dvx

dt
= −κb

vx√
v2

x + ω2
z − κhvx

+ ω2
zb,

(b2 + �2
z)

dωz

dt
= −κb

ωz√
v2

x + ω2
z − κhvx

− ωzvxb.

(21)

Фазовый портрет системы (21) приведён на рис. 5. Как и ранее, траектории
симметричны относительно оси vx. Штрихпунктирными линиями обозначены
изоклины

v2
x =

ω6
z

κ
2(1 + hω2

z)2 − ω4
z

,

соответствующие dvx/dt = 0. Из второго уравнения системы (21) видно, что
dωz/dt < 0 при всех vx > 0, ωz > 0, т. е. отклонения ωz от невозмущённого
движения монотонно убывают и заноса экипажа не возникает.

Случаю переднеприводного разгона с пробуксовкой отвечает невозмущённое
движение

v0
x(t) = vx(0) + κn0

1t, ω0
z(t) ≡ 0, n0

1 =
b

1 + κh
. (22)

Условие безотрывности колёс выполняется для всех значений параметров. Ана-
логом системы (16) для этого режима будет

dvx

dt
= −κb

vx − v0√
(vx − v0)2 + ω2

z − κh(vx − v0)
+ ω2

zb,

(b2 + �2
z)

dωz

dt
= −κb

ωz√
(vx − v0)2 + ω2

z − κh(vx − v0)
− ωzvxb.

(23)

Здесь, как и в (15), v0 = Ω0
1R/V∗ —безразмерное значение установившейся ско-

рости ведущего колеса, до которой разгоняется экипаж в режиме пробуксовки.
Фазовый портрет системы (23) приведён на рис. 6. Траектории симметричны

относительно оси vx. В рассматриваемом случае при vx > 0, ωz > 0 будет
dvx/dt > 0, dωz/dt < 0, т. е. отклонения vx, ωz от невозмущённого движения
монотонно убывают.
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Из сравнения рисунка 3 с рисунком 5 и рисунка 4 с рисунком 6 следует, что
переднеприводный вариант торможения и разгона с точки зрения безопасности
движения предпочтительнее заднеприводного. Различия в поведении автомо-
биля объясняются тем, что для переднеприводного варианта момент −ωzvxb
инерционных сил относительно непроскальзывающей точки контакта заднего
колеса имеет в (21), (23) знак положительного трения, а для заднеприводного
варианта в (13), (16) момент ωzvxa инерционных сил относительно непроскаль-
зывающей точки контакта переднего колеса— знак отрицательного трения.

Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ (грант 04-01-00759) и
программы «Университеты России» (грант УР.04.03.064/04-1).
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