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1.1. Математическое описание, анализ и синтез САУ в пространстве состояний
1.2. Описание САУ в виде управлений пространства состояний

        Классическая теория использует, главным образом аппарат передаточных функций и частотных характеристик. В последние 15-20 лет сформировался раздел  получивший название "современная теория управления". 

        Ее главной особенностью является рассмотрение систем во временной области на основе понятия пространства состояний. При этом рассматриваются в общем случае с чем широко используется язык векторно-матричных уравнений  и аппарат линейной алгебры.

Состояние системы в момент времени t​0 , есть такая минимальная совокупность сведений о ней, которая вместе с входным воздействием, заданным на интервале времени t​0( t ( t​1 , позволяет прогнозировать поведение системы в любой точке этого интервала [1].

        САУ можно описать ситемой дифферинциальных уравнений I-го порядка в форме Коши.

        Для линейнйх стационарных систем уравнения состояния в векторно-матричной форме имеют вид:
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 n- мерный вектор состояния;
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 к- вектор входных воздействий;
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m- вектор выходных величин;
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- матрица системы размера n( n, характеризует динамические 
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Матрица D имеет размерность m( k и в электромеханических системах обычно равна нулю.
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1

Составление уравнений состояния рассмотрим в дальнейшем на примерах.

       Уравнения состояния могут быть составлены:

· по структурной схеме системы;

· по известной передаточной функции.

       При составлении уравнений состояния по структурной схеме в качестве переменных состояния чаще всего выбираются реальные физические переменные (напряжение, ток, скорость и т.д.).  Иногда целесообразно в качестве переменных состояния выбрать некоторые фиктивные переменные, отличающиеся от выходных величин реальных звеньев. Для упрощения записи уравнений состояний желательно преобразовать схему так, чтобы она состояла из интегрирующих и усилительных звеньев.

        При записи уравнений состояния по известной передаточной функции существует несколько основных форм записи уравнений и, соответственно, ноборов переменных состояния.

        Пусть известна передаточная функция системы:
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где m( n .

 Ей соответствует дифферинциальное уравнение в операторной форме:
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        Введем новую переменную x(t), так что уравнение (4) можно записать в виде двух уравнений: 
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1.3. Запись уравнений состояния по структурной схеме
        Рассмотрим в качестве примера двигатель постоянного тока, имеющий структурную схему:
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                                                         Рис.1.1.

Входные величины –Uя и Мс- возмущающие . В качестве выхода рассмотрим скорость (.

        В качестве переменных состояния выберем переменные на выходах инерционных звеньев – I и  (.
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        Запишем дифференциальные уравнения для апериодического звена и интегрирующего звена. ( Для всех типовых звеньев приведем дифференциальные уравнения):
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  Для устранения переменных Хвх1 и Хвх2 выразим их через переменные состояния и входные величины:

                                                           Хвх1=См(I-Mc

                                                           Xвх2=Uя-Се((
 Подставим их в исходную систему:

Уравнения выхода y=(. 
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        Рассмотрим в качестве примера электродвигатель постоянного тока, описываемый уравнениями:
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                                                          Рис.1.2.

входные величины- Uя и Mc, а в качестве выхода рассмотрим скорость (.

       Выберем в качестве переменных состояния переменные, стоящие под знаком производной ( и I. Тогда уравнения можно представить:
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Уравнение выхода y=(.
Особенности полученных уравнений состояния:

· их два – по числу переменных состояния в системе второго порядка;

· они являются дифференциальными, в левых частях которых стоят производные переменных состояния;

· правые части зависят только от переменных состояния и от входных воздействий;

· уравнение выхода алгебраическое;

Окончательно уравнение двигателя в векторно-матричной форме:
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тогда 
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2.1. Составление уравнений состояния по известной передаточной функции
         При записи уравнений состояния по известной передаточной функции существует несколько основных форм уравнений состояния (канонические формы 1,2 и 3-го типа).

         Наиболее простым является метод фазовых переменных, он применяется в одномерном случае, т.е. для систем с одним входом и одним выходом.

         Пусть известна передаточная функция системы:

                                  
[image: image25.wmf]n

n

n

m

m

m

a

p

a

p

a

b

p

b

p

b

p

u

p

y

p

W

+

+

+

+

+

+

=

=

-

-

...

...

)

(

)

(

)

(

1

1

0

1

1

0

,                                           (1)

где m<n, 

         уравнение (1) умножим на 
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где Х(р) – новая переменная.

        Тогда равенство (2) можно представить в виде 2-х уравнений:

[image: image159.wmf]x

ˆ

                      
[image: image28.wmf](

)

(

)

ï

î

ï

í

ì

=

+

+

+

=

+

+

+

-

-

)

(

)

(

...

)

(

)

(

...

1

1

0

1

1

0

p

Y

p

X

b

p

b

p

b

p

U

p

X

a

p

a

p

a

m

m

m

n

n

n


Рассмотрим уравнение (3).

Изменяя порядок слагаемых, получим:
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     (5)

Применим к (5) обратное преобразование Лапласа


[image: image30.png]


                                (6)

        Введем фазовые переменные, которые представляют собой переменную Х и ее производные вплоть до (n-1).
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тогда (7) перепишем в виде:
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Уравнение (4) можно представить:
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Применим обратное преобразование Лапласа к (9)
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С учетом равенств (7) запишем (10) в виде:
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Уравнения состояния (8) и (11) можно представить в векторно-матричной форме:
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Или в компактной форме
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Таким образом, если известна W(p), то можно сразу без всяких вычислений записать матрицы А,В и С:
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Уравнениям (12) и (13)  соответствует следующая структурная схема:
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                                                 Рис.2.1. Структукная схема
2.2. Пример составления уравнений состояния по передаточной функции
Дана передаточная функция двигателя постоянного тока:
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Уравнения состояния будут иметь вид:
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Рис.2.2. Структурная схема двигателя постоянного тока

2.3. Основные соотношения для уравнений состояния
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                                   Рис.2.3. Структурная схема

1) Характеристическое уравнение системы.

         По уравнениям состояния стационарных систем можно найти характеристическое уравнение в виде 

                                       [pI-A]=0                                                                                    (9)

           pn+a1pn-1+…+an=0 .

         Корни уравнения (9) соответствуют полюсам системы и называются собственными или характеристическими числами матрицы А.

         Корни уравнения (9) определяют устойчивость системы.

2) Определение передаточной матрицы объекта управления по уравнениям состояния.

        Пусть уравнения состояния имеют вид:
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Используя преобразования Лапласа, получим:

                      PX(p)-X(0)=AX(p)+BU(p)                                                                 (2)

                     Y(p)=CX(p)+DU(p)                                                                            (3)

        Допустим, что начальные условия нулевые, т.е. Х(0)=0, а также будем считать, что матрица D=0. Перепишем уравнение (2) в виде :

                                    [рI-A]X(p)=BU(p)                                                                (4)     
откуда выразим Х(р):
                                   X(p)=[pI-A]​​-1BU(p)                                                               (5)
        Подставим это выражение в уравнение (3):

                                   Y(p)=C[pI-A]-1BU(p)                                                            (6)
        Тогда из (6) следует, что передаточная матрица между входных и выходных переменных будет равна:

                                      W(p)=C[pI-A]-1B                                                                (7)
 Обратную матрицу [pI-A]-1 в (7) определяют по выражению:                                
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        Где [pI-A]- определитель матрицы (pI-A), присоединенная матрица adj(pI-A) получается транспонированием матрицы, составленной из миноров каждого элемента матрицы (pI-A), взятых со знаком (-1)i+j (i, j-номера строки и столбца).

3.1. Синтез модальных регуляторов
        Задача синтеза автоматических систем занимает центральное место в теории управления. Современный подход к решению этой задачи базируется на математическом описании в виде уравнений пространства состояний. 

  Существует несколько подходов:

1) составляют функционал от функции состояния и управления, накладывают физические ограничения на эти функции и на основе вариационного исчисления определяют оптимальное управление, минимизирующее исходный функционал. Этот раздел ТАУ –называется оптимальное управление и разработан Понтяшным Л.С.

2) называемый, аналитическое конструирование регуляторов. В этом случае при заданной структуре объекта и регулятора на основе заданного функционала, отражающего требование к системе, определяются параметры регулятора, обеспечивающие минимум функционала.

          Задача может быт решена на ЦВМ с помощью методов поисковой   

       оптимизации: градиентного, симплексного и т.д.

3)    на ряду с этими общими подходами разработаны методы синтеза       

       замкнутых систем непосредственно по заданным динамическим  

       свойствам управляемого объекта (т.е. не по функционалу, что 
       упращает задачу). Одним из таких методов является алгебраический 
       метод определения структуры и параметров модальных регуляторов.

  Это направление современной теории получило широкое распространение в инженерной практике, т.к. эти регуляторы реализуемы и и могут быть синтезированы на ЦВМ и аналитически.

  Модальное управление – это методы формирования цепей обратных связей, придающих замкнутой системе заранее выбранное расположение корней характеристического уравнения.

 (Происхождение термина: корням характеристического уравнения соответствуют составляющие свободного движения системы, называемые иногда модами).

  Обычно задаются желаемым характеристическим полиномом замкнутой системы (т.е. знаменателем передаточной функции замкнутой системы). Существует несколько типовых форм полиномов, наиболее употребительны следующие:
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        Эти полиномы минимизируют интегральные критерии различного вида.

Здесь (0- постояная, выбираемая из желаемого быстродействия.

        Для фильтра быстродействия нормированный переходный процесс имеет вид:
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         Рис.3.1.Переходный процесс фильтра быстродействия

        Структура модального регулятора задается всегда одинаковой и представляет собой обратную связь по всем переменным состояния. Регулятор линейно преобразует поступившие сигналы, т.е. усиливает и суммирует эти сигналы хi и выдает в качестве выхода их линейную комбинацию.

        Пусть исходная линейная система описывается уравнением состояния:
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        Для получения желаемого быстродействия и характеристического уравнения системы введем линейную обратную связь по переменным  состояния в соответствии с уравнением 

                                        u=V-Kx                                                                                     (2) 
где V- новое обозначение вектора входных воздействий;
      u- вектор управляющих воздействий с выхода регулятора; 
      К- матрица обратной связи.

       Если u и V скаляры, то К является матрицей-строкой, элементы которой – есть коэффициенты обратных связей по всем составляющим вектора х.

                                         К=[K1 K2 …Kn].

       Исходная система и линейная обратная связь по переменным состояния образуют замкнутую систему:
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                               Рис.3.2. Структурная схема

Подставляя (2) в (1), получим ее уравнение:
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                                                      (3)

       Динамические свойства полученной системы согласно (3) определяются матрицей системы А=А-ВК. Необходимо  найти такую матрицу коэффициентов обратной связи К, чтобы замкнутая система имела желаемый характеристический полином Дж(р), для этого     определитель матрицы 
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 должен быть равен Дж(р):
                                           det(pI-
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  где I- единичная матрица.

       Из (4), приравнивая коэффициенты при р в одинаковых степенях, можно найти элементы матрицы К.
       Пример: 
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                                           Рис.3.3.
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Матрица искомых коэффициентов обратных связей по переменным состояния имеет вид:

                                                    К=[К1 К2].
Найдем матрицу
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       Вычилим определитель матрицы 
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 или характеристическое уравнение системы:
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Должно выполняться равенство:
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Приравниваем коэффициенты при р в одинаковой степени:
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 Решая систему получим
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4.1 Управляемость и наблюдаемость САУ


Синтез модального регулятора и существование матрицы К, придающей системе заданные динамические свойства может быть гарантирован в том случае, если существует принципиальная возможность управления вектором х с помощью вектора входных воздействий u.


Другими словами объект должен быть полностью управляем.


Определение: линейная САУ, описываемая уравнением 
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, называется полностью управляемой, если она может быть переведена из произвольного начального состояния 
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[image: image75.wmf]0

1

t

t

-

 при помощи ограниченного управления u(t), 
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Для линейной стационарной системы, описываемой уравнением 
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, проверка управляемостиосуществляется наиболее просто. Для этого необходимо составить так называемую матрицу управляемости
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Эта матрица имеет блочную структуру: ее элементами являются матрицы B, AB, A2B и т.д., каждая размером 
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, поэтому Р имеет n строк и k столбцов.


Необходимым и достаточным условием полной управляемости системы является равенство ранга матрицы Р порядку системы:
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Ранг матрицы – это наивнейший порядок отличных от нуля миноров этой матрицы (т.е. всевозможных определителей, составленных из элементов, стоящих на пересечении выбранных строк и столбцов матрицы).

       Пример: дан объект, рассмотренный в предыдущем примере, где матрицы         
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Определим матрицу управляемости.

Находим:
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Ранг матрицы Р равен двум, т.к. определитель 2-го порядка 
[image: image86.wmf]0
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. Следовательно данный объект по входу u полностью управляем, а значит может быть построен модальный регулятор.

4.2. Наблюдаемость САУ

Возможность построения наблюдателя определяется следующим образом.


Система        
[image: image87.wmf])
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,
 называется наблюдаемой, если для всех t0 можно единственным образом определить x(t0) по данным измерения u(t) и y(t) на конечном интервале 
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Для линейной стационарной
 системы необходимым и достаточным условием полной наблюдаемости является условие
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матрица наблюдаемости.


Пример:
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Тема: Идентификация вектора состояния системы. Принципы построения наблюдающего устройства полного порядка.


При синтезе модального регулятора предполагалось, что переменные состояния, по которым необходимо организовывать обратные связи, могут быть непосредственно измерены. Т.е. весь вектор состояния х измеряем. Однако в ряде случаев может оказаться целесообразным использовать обратную связь по переменной, непосредственное измерение которой затруднено или невозможно. Тогда возникает задача их искусственного воспроизведения с помощью специальных устройств, называемых «наблюдателями».


Для построения такого устройства необходимо, чтобы объект был наблюдаемым, т.е. существовала принципиальная возможность восстановить вектор неизмеряемых координат по вектору измеряемых координат. Существуют математические формулировки такой возможности. Физически они сводятся к тому, чтобы между измеряемой и неизмеряемой переменными существовала взаимосвязь.


Наблюдатель строится на основе известной структуры и параметров линейного объекта. Пусть объект (или система) n-го порядка, имеющий k входов и m измеряемых переменных состояния, описывается уравнением состояния
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Можно создать аналоговую или цифровую модель объекта, которая должна удовлетворять уравнению
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В уравнении (2) в отличие от (1) фигурирует не реальный, а восстановленный вектор состояний 
[image: image97.wmf]x
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 (т.е. оценка), 
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 - восстановленный вектор выходных величин. Этот вектор, по постановке задачи, должен быть равен х и может быть измерен, т.к. величины с модели. Вектор входных воздействий «u» должен одновременно прикладываться и к реальному объекту и к модели.


Однако из-за неточного математического описания объекта и возмущений, действующих на объект, равенство 
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 нарушается и выходные переменные модели не будут соответствовать переменным объекта.


Для уменьшения этого расхождения на вход модели вводят сигналы ошибок воспроизведения переменных объекта образующих вектор y, которые доступны измерению (т.е. используется принцип о.с.).


Матричная структурная схема системы тогда будет иметь вид
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                                  Рис.4.1. Матричная структурная схема
Вектор ошибки восстановления измеряемых переменных 
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 размерности m вводится на входы наблюдателя через матрицу коэффициентов L наблюдателя:
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                                                                                                         (3)         

Схему наблюдателя можно преобразовать:
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                   Рис.4.2. Преобразованная матричная структурная схема
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        Собственная динамика наблюдателя как замкнутой системы зависит от матрицы L. На основании схемы можно записать:
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 или перейдя к изображениям
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где I- единичная матрица.

        Выбор элементов матрицы L означает определение вида характеристического уравнения наблюдателя т.е.  

                                        det[pI-(A-LC)]=0                                                                  (6)

        Выражение (6) приравнивают к выражению желаемого полинома, например, в форме Баттерворта, т.е.

                                         det[pI-(A-LC)]=Dж(p)                                                         (7)

       Из (7), приравнивая коэффициенты при р в одинаковой степени, можно определить требуемые коэффициенты связей наблюдателя, т.е. элементы матрицы L.

      Частоту (0, определяющее быстродействие наблюдателя необходимо выбрать так, чтобы быстродействие наблюдателя в 2-3 раза превышало быстродействие системы.

  Решая совместно уравнения (1) и (4) можно получить путем вычета уравнения (1) из (4):
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 т.к. Ly=LCx, тогда 
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  Известно, что если собственные числа матрицы [A-LC], т.е. корни характеристического уравнения системы ”объект-наблюдатель”лежат в левой полуплоскости, то система устойчива и при 
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, скорость сходимости оценок зависит от полюсов ”объекта и наблюдателя”.

Пример 1: Построить наблюдатель полного порядка для объекта второго                   
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                                       Рис.4.3. Структурная схема
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                       Рис.4.4. Структура наблюдателя с объектом
1) Связь надо вводить на вход интегратора;

2) Или, что эквивалентно новым коэффициентам 
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5.1. Редуцированный наблюдатель
        Рассмотренный в предыдущей лекции наблюдатель называют наблюдателем полного порядка. Он оценивает весь вектор Х, несмотря на то, что компоненты вектора “y”, входящие в состав “x”, могут быть измерены непосредственно. Для восстановления лишь тех переменных, которые не могут быть непосредственно измерены, наблюдатель может быть выполнен как редуцированный, или наблюдатель пониженного порядка. Все переменные состояния объекта, составляющие вектор “x”, можно разделить на измеряемые, которые образуют вектор “y”, размерности m, и неизмеряемые, образующие вектор w размерности (n-m), т.е. записать:
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Тогда уравнение 
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может быть записано в виде:

[image: image176.wmf]w

ˆ


[image: image122.wmf]u

B

B

w

y

A

A

A

A

w

y

×

ú

û

ù

ê

ë

é

+

ú

û

ù

ê

ë

é

×

ú

û

ù

ê

ë

é

=

ú

û

ù

ê

ë

é

2

1

22

21

12

11

&

&

                                                                                          (2)
или, что тоже самое:
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эти матрицы имеют размерности:

А12-m((n-m);            А21-(n-m) (m;

 A22-(n-m) ((n-m);    A11-m(m; 

B1-m(1;                    B2-(n-m) (1.
        На основания второго уравнения можно рассматривать часть системы с выходным вектором w, для которой входными воздействиями являются В2u и A21y. Для этой части системы по принципам, изложенным ранее, строится наблюдатель, на входе которого действуют векторы В2 и А21, а также вектор ошибки восстановления через некоторую матрицу L. Матрица L в редуцированном наблюдателе играет ту же роль, что и в наблюдателе полного порядка. Вектор “w” неизмеряем. Однако он может быть измерен косвенно через вектор входного воздействия “u” и измеряемый вектор “y” в соответствии с первым уравнением системы (3а):
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       Для получения в определенном масштабе вектора ошибки 
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надо умножить вектор восстановленных координат 
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 слева на матрицу – А12 и определить разность 
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 После умножения на L ее следует ввести на вход наблюдателя. Это поясняет матричная структурная схема(рис.1). Группируя входные каналы с матрицами В2 и LB1, A21 и –LAn и перенося сигнал “p(y” со входа на выход наблюдающего устройства, что позволяет избежать операции дифференцирования, можно получить структурную схему на рис.2, а затем, вынося точку суммирования за точку съема, - схему на рис.3, где обозначено:

        G=A21-LA11+(A22-LA12)L;

        F=A22-LA12;
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5.2. Структурные матричные схемы
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        Вектор “z” представляет собой вектор состояния наблюдателя. Он связан с вектором восстановленных неизмеряемых координат 
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 и вектором “y” линейным преобразованием 
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        Учитывая, что в редуцированном наблюдателе полный вектор восстановленных координат формируется так
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можно записать, что 
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        Тем же образом, что и для наблюдателя полного порядка, решается вопрос выбора динамики или собственных значений матрицы A22-LA12, через выбор матрицы L.

        Для схемы на рис.2 управление наблюдателя:
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       Пример 2. Построить наблюдатель для восстанавливающейся переменной х2 в объекте, приведенным ранее.
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det[pI-(A22-LA12)]=p+a2+l11a1=p+(w0;
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A21-LA11=-a2-l11(0=-a2;

B2-LB1=a2-l11(0=a2;
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6.1. Особенности динамики системы, замкнутой через наблюдателя
        Рассмотрим модальный регулятор, где обратные связи замкнуты по переменным состояния, выработанным наблюдателем.
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                                                     Рис.6.1.Модальный регулятор

Система описывается уравнением:
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Наблюдателю соответствует уравнение:
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Модальному регулятору соответствует закон управления:
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Допустим, что V=0 (для простоты) и объединим (1) и (2) и подставим в (3), получим:
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здесь учтено, что Ly=LCx.
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Перейдем от переменных 
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второе уравнение получим, вычитая из (1) уравнение (2).

        Матрица последней системы треугольная, поэтому характеристический полином замкнутой системы d(p) удовлетворяет уравнению:

                                                        d(p)=b(p) (c(p),

где b(p) и  c(p) –характеристические полиномы соответственного контура  регулирования, определенного матрицей А-ВК и контура оценки состояния, определенного матрицей A-LC
                                                      b(p)=det[pI-(A-BK)],

                                                      c(p)=det[pI-(A-LC)],
таким образом, динамика замкнутой системы в целом определяется  динамическим поведением контура регулирования и контура оценки состояния.

       Однако их динамика может быть выбрана независимо и не влияет друг на друга. Если оба полинома устойчивы, то их произведение – также устойчивый полином.
       С помощью рассмотренных наблюдателей дополнительно можно сделать следующее:

1) оценивать возмущения, приложенные к объекту (для этого необходимо в уравнения состояния объекта ввести возмущения как одну из координат).

2) Оценивать изменяющиеся параметры системы ki, Ti и на этой основе строить адаптивные системы.

Оценки координат можно использовать для построения модального регулятора:
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- матрица управления размера n( k, характеризует воздействие входных величин uj на переменные состояния xi ;





- матрица измерения размера m( n, характеризует связь выходных координат yk с переменными состояния.
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Рис.6.2.Модальный регулятор.
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