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Введение

Число - важнейшее понятие математики. Потребовалось несколько тысячелетий, чтобы это понятие приобрело форму, которая в настоящий момент признается удовлетворительной подавляющим большинством математиков. Однако в соответствующих формулировках используется профессиональный язык столь высокого уровня, что попытка передать их точный смысл “простыми и понятными словами», по-видимому, безнадежна. Приходится довольствоваться лишь общими описаниями. 

Простейший вид чисел - натуральные числа - исторически возник из потребностей счета: одна лодка, два человека, три дерева и т.д. Лишь на достаточно высоком интеллектуальном уровне было осознано, что у конкретных предметных групп «два камня», «две птицы» и «две руки» есть нечто общее: «два». Абстрактные, отвлеченные числа позволяли сравнивать количество предметов в разнородных совокупностях, что имело важное значение при обменных операциях типа «раковина за орех». 

Развитие счета шло параллельно с изменением в психологическом восприятии понятия «много». Вначале было «один, два, много» или «один, два, три, много», но постепенно граница отодвигалась, формировался натуральный ряд чисел: 1, 2, 3, 4 и т.д. Естественный инструмент счета - пальцы на руках - установил первый предел: десять. Принцип группировки по десять позволял охватывать все большие количества объектов, объединяя их в новые единицы счета: десять десятков - сотня, десять сотен - тысяча, дальше десяти тысяч обыденный разум не заглядывал. Так сформировалась десятичная система счисления. Она позволяла с помощью небольшого количества слов называть все встречающиеся числа: например, триста шестьдесят пять - это три сотни и шесть десятков и пять единиц. Не у всех народов десяток стал основным числом счета: одни осознали в качестве первой границы пять (пальцы одной руки), другие - двадцать (все пальцы на руках и на ногах), в Вавилоне употреблялась система с загадочным основанием шестьдесят, в согласии с ней мы до сих пор делим окружность на триста шестьдесят градусов и измеряем время: в часе - шестьдесят минут, в минуте - шестьдесят секунд. Но в конце концов десятичный принцип стал общепризнанным. 

С появлением письменности возникла проблема записи чисел. Древние греки и евреи применяли алфавитную систему нумерации: числа от единицы до девяти, а затем все десятки и сотни обозначались буквами в порядке алфавита, над которыми ставилась черта. Создатели славянского письма перенесли этот прием на новую почву: знаки кириллицы, соответствовавшие греческим буквам, получили те же числовые значения (но алфавитный порядок при этом нарушился), сверху ставилось титло. Таким образом, приходилось запоминать 27  числовых знаков - цифр. 

В Западной Европе вплоть до XVIII века в официальных документах применялась римская буквенная нумерация. Она использовала всего семь цифр: I - 1, V - 5, X - 10, L - 50, C - 100, D - 500, M - 1000. Число также записывалось в виде последовательности цифр, но из эстетических соображений запрещалось четырехкратное повторение одной и той же цифры. Так что числа 4, 9, 40, 90, 400, 900 обозначались соответственно как IV, IX, XL, XC, CD, CM,- меньшая по значению цифра оказывалась левее большей (но часовщики упорно писали на циферблатах IIII, чтобы не путать с шестеркой VI). Римские цифры используются до сих пор в обозначениях дат и в порядковых номерах. 
В процессе счета возникли и основные арифметические действия над числами - сложение и умножение, были осознаны основные законы, которым они подчиняются. 

Для сложения имеют место 

1) закон ассоциативности (или сочетательности): 

(a+b)+c=a+(b+c);

2) закон коммутативности (или перестановочности): 

a+b=b+a

Эти законы выражают тот очевидный факт, что если мы имеем несколько групп предметов, то для вычисления общего количества этих предметов все равно с какой группы начинать пересчет и как объединять те или иные из этих групп. 
Для умножения справедливы 

3) закон ассоциативности: 

(a*b)*c=a*(b*c);

4) закон коммутативности: 

a*b=b*a;

5) закон нейтральности числа 1: 

a*1=a

Наконец, сложение и умножение связывает 

6) закон дистрибутивности (или распределительности): 

a*(b+c)=a*b+a*c

До появления современной системы записи чисел выполнение арифметических операций было затруднено, так что, например, перемножить две достаточно больших величины было задачей, доступной лишь узкому кругу лиц (когда в 1000 году папа Сильвестр II был заподозрен в связях с дьяволом, одним из поводов к этому послужили его выдающиеся вычислительные способности). Открытие позиционной системы счисления освободило умственную энергию человека от этой утомительной работы, сведя дело к освоению нескольких шаблонных приемов (алгоритмов).  

Основная идея позиционной системы состояла в том, чтобы одной и той же цифре можно было придавать разные значения в зависимости от места (позиции), которое она занимает в записи числа. Так, в обозначении 666 первая шестерка выражает количество сотен, вторая - десятков, третья - единиц. Но как быть в том случае, если в составе числа отсутствуют единицы какого-то разряда? Как отличить запись числа шестьсот шесть от записи числа шестьсот шестьдесят или числа шестьдесят шесть (везде две шестерки)? Чтобы обойти эту трудность, был изобретен символ 0, которым стали обозначать пропуск в каком-либо разряде. Этот технический знак стал впоследствии восприниматься как число, выражающее отсутствие предметов интересующего нас (или вообще всякого) вида. В таком понимании 0 вступает в арифметические действия с другими числами, подчиняясь правилам 

a+0=0+a=a

(нейтральность относительно сложения), 

a*0=0*a=0.

Заметим, что ни мифический Пифагор (VI в. до н.э.), ни Эвклид (365-300 до н.э.), ни Архимед (287-212 до н.э.) нуля не знали. 

Позиционная десятичная система счисления возникла в Индии в начале нашей эры и в конце первого тысячелетия стала распространяться в арабских странах, к XII веку достигнув Европы. В русских текстах «арабские» цифры появляются, начиная с XVI века. В «Арифметике» Леонтия Магницкого (1703 г.), по которой учился Ломоносов, все вычисления ведутся уже в новых обозначениях, но номера страниц, условий задач и т.п. указываются еще по буквенной системе. 
В позиционной десятичной системе степени основания (т.е. числа десять) называются разрядами: 100=1 (нулевой разряд - единицы), 101=10 (первый - десятки), 102=100 (второй - сотни), 103=1000 (третий - тысячи), 104=10 000 (четвертый - десятки тысяч) и т.д. Всякое число записывается в виде последовательности цифр. Цифра (от 0 до 9), стоящая в этой записи на i-м справа месте (i=0,1,2,...), показывает, сколько входит в состав числа единиц i-го разряда. Таким образом, 

365=3*102+6*101+5*100,

1001=1*103+0*102+0*101+1*100
Другими словами, каждое число x представляется в виде разложения по степеням десятки: 

x=a0*10n+a1*10n-1+...+an-1*101+an*100                                             (1)

и коэффициенты этого разложения a0,a1,...,an-1,an являются последовательными цифрами в записи числа. 

Если бы наша система была не десятичной, а пятиричной, т.е. если бы основным числом счета была не десятка, а пятерка (пальцы одной руки), позиционный принцип позволил бы записать каждое число с помощью пяти цифр, разлагая его по степеням пятерки в соответствии с формулой (1). Принимая в качестве пятиричных цифр 0,1,2,3,4, мы получили бы, например, для числа дней в году 

36510=2*53+4*52+3*51+0*50=24305
(индекс указывает, в какой системе рассматривается число), а для «числа Шехерезады» 

100110=1*54+3*53+0* 52+0*51+1*50=130015
С другой стороны, 

10015=1*53+0*52+0*51+1*50=12610
Для обозначения чисел в двадцатиричной системе (основное число двадцать - все пальцы рук и ног) потребовалось бы двадцать цифр. В ней десятичные числа 365 и 1001 записывались бы короче: соответственно двумя и тремя знаками, ибо 365=18*201+5*200 и 1001=2*202+10*201+1*200 (коэффициенты 18 и 10, конечно, должны быть заменены соответственно девятнадцатой и одиннадцатой двадцатиричными цифрами). 

Еще пример: 

111120=1*203+1*202+1*201+1*200=842110
Из систем с основанием, отличным от десяти, наиболее распространена (в практике, связанной с ЭВМ) двоичная система счисления. В ней всего две цифры - 0 и 1, и двоичная запись чисел получается по формуле (1) при замене основания 10 на основание 2. Например, 

36510=1*28+0*27+1*26+1*25+0*24+1*23+1*22+0*21+1*20=1011011012
Для перехода от обычного представления чисел к их двоичной форме и наоборот нужно знать степени двойки: 20=1, 21=2, 22=4, 23=8, 24=16, 25=32, 26=64, 27=128, 28=256, 29=512, 210=1024 и т.д. В качестве упражнений найдите двоичную запись всех чисел от 0 до 16(=10 0002), числа 1001 и десятичную запись двоичного числа 1010011010. Числа в двоичном представлении чрезмерно длинны и удручающе однообразны. 

Практическая деятельность человека и развитие его интеллекта раздвигали границы окружающего мира и вычленяли в нем все новые подробности. Вместе с этим возникали все большие числа: натуральный ряд то медленно, то сразу скачками удлинялся. 

Алфавитные системы нумерации позволяли непринужденно обращаться с числами первой тысячи, а при помощи дополнительных знаков - в пределах десяти тысяч (это было последнее число, имевшее у греков свое имя - мириада). Классическая древность и не сталкивалась с необходимостью заглядывать дальше этой границы в каких-либо реальных или теоретических ситуациях. Неопределенные библейские выражения типа «тысячи тысяч», «тьма тем» (Дан. 7,10), «легион» (Лук. 8,30) или обыденное «как песчинок» отодвигали числовой горизонт в некоторую загадочную даль, невыразимую в конкретных количествах. В заметке «Псаммит» (т.е. исчисление песка) Архимед показал, как можно систематически строить и называть сколь угодно большие числа. В частности, размещая в маковом зерне 10 000 (мириада) песчинок, он находит, что во Вселенной (шар диаметром в мириаду диаметров Земли) поместилось бы (в наших обозначениях) не более чем 1063 песчинок. Любопытно, что современные подсчеты количества атомов в видимой Вселенной приводят к числу 1067 (всего в мириаду раз больше). 

На Руси число 10 000 называлось «тьма» и тоже служило последним пределом естественного, т.e. соотносимого с какой-либо деятельностью счета. Впрочем, еще в XII веке новгородский дьякон Кирик в своем «Учении, им же ведати человеку числа всех лет» подсчитал, что в прошедших от сотворения мира 6644 годах содержится: месяцев - 79 728, недель - 346 673, дней - 2 426 721. В умозрительных построениях (так называемый «великий счет») под «тьмой» понимался нынешний миллион 106. Далее шли: легион 1012 (именно - «тьма тем»), леодр 1024, ворон 1048 и, наконец, колода 1096 («более же сего не бывает»).  

Великий Архимед убедил, что он в состоянии указать некоторые числа, превосходящие число песчинок в объеме всей Вселенной. Но воображение его остановилось на жутком образе мира, утонувшего в пыли. Точно так же и безвестный служитель «цыфирной науки» ограничил полет своей терминологической фантазии колодой, устояв перед соблазном рассмотреть, скажем, «легион колод». Математики не хотели изобретать большие числа свыше количества их, необходимого для тех или иных конкретных нужд. Натуральный ряд мыслился лишь потенциально бесконечным, т.е. неограниченно продолжаемым, а не существующим актуально, в качестве завершенного объекта. Считалось, что мы создаем все новые натуральные числа, а не открываем их, как острова в безбрежном океане. На противоположной точке зрения стоял святой Августин (354-430), обличавший своих оппонентов в том, что они считают «будто бесконечность превышает знание Господне». С конца прошлого века математики постепенно склонялись к признанию бесконечных множеств как актуально существующих - независимо от того, описан ли как-нибудь способ их образования. В современной математической практике эта точка зрения возобладала, но не все ее разделяют, и теоретические дискуссии об актуальной и потенциальной бесконечности продолжаются. 

Мостом между двумя пониманиями натурального ряда выступает 
Аксиома индукции. Любое множество натуральных чисел A, обладающее следующими свойствами: 

          а) 1 принадлежит A, 

          б) если число n принадлежит A, то и следующее за ним число n+1 также принадлежит A,-  совпадает со всем натуральным рядом N. 

Для обозначения множества всех натуральных чисел всюду в дальнейшем будем использовать введенный символ N. 

В 1955 году английский математик Скьюз показал, что существует натуральное число x, обладающее некоторым важным свойством (детали для нас несущественны), и что оно не превосходит величины 101010964. Число 101010964 в настоящий момент является наибольшим натуральным числом, использованным для какой-либо практической цели. Его полная запись представила бы собой единицу с количеством нулей, заполняющим многие тома. И архимедово число песчинок, и число атомов во Вселенной, и даже «великое славянское число» колода несопоставимы с этим монстром, обозначающим сегодняшнюю границу потенциально бесконечного натурального ряда. 

Много задач было связано с простыми числами - так называются натуральные числа, которые не имеют других делителей, кроме 1 и себя (2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23, 29 - первые десять простых). Каждое натуральное число представляется в виде произведения простых чисел, так что простые числа - это в некотором смысле атомы натурального ряда относительно умножения (по сложению атом один - единица). Эвклид доказал, что простых чисел бесконечно много (в его формулировке: «больше любого предложенного числа их», - он не признавал актуальной бесконечности). 

Теорема. Множество простых чисел бесконечно. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Допустим, что простых чисел конечное число и p -наибольшее из них. Перемножим все простые числа: 2*3*5*7*11*...*p и обозначим это произведение через P. Тогда число P+1 не делится ни на одно из указанных простых чисел, так как в остатке каждый раз получается 1. Значит, P+1 либо само будет простым числом, большим p, либо представляется в виде произведения каких-то простых чисел, не входящих в наш список. И то и другое невозможно в силу исходного предположения. Таким образом, из гипотезы о конечности числа простых чисел получилось противоречие. Значит, эта гипотеза ложна и истинным будет противоположное ей утверждение о бесконечности множества простых чисел. 

В 1742 году петербургский академик Христиан Гольдбах в письме к Эйлеру, жившему тогда в Берлине, высказал гипотезу о том, что всякое нечетное число, начиная с 7, может быть представлено в виде суммы трех простых чисел. В течение почти двухсот лет эта проблема привлекала внимание выдающихся математиков, но не поддавалась их усилиям. Одним из крупнейших достижений теории чисел стала теорема, доказанная в 1937 году академиком И.М.Виноградовым: всякое достаточно большое нечетное число в самом деле представляется суммой трех простых чисел. Последующие исследования показали, что «достаточно большое» означает «больше чем C=3315=314348907». Так что для окончательного решения осталось проверить гипотезу для всех чисел, меньших C, но это уже не принципиально. (Иван Матвеевич Виноградов (1891-1983) получил свои замечательные теоретико-числовые результаты с помощью совершенно новых методов, которые оказались применимыми к весьма широкому кругу задач. С 1932 г. до своей кончины он возглавлял Математический институт Академии Наук СССР, главный центр математических исследований страны). 

К числу нерешенных до сих пор задач относится проблема «близнецов» - так называются простые числа, отличающиеся друг от друга на 2 (в первом десятке простых такими парами будут 3 и 5, 5 и 7, 11 и 13, 17 и 19). Неизвестно, оборвется ли когда-нибудь этот список или же он бесконечен, как и ряд простых чисел. 
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