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Главное отличие численных методов от аналитических в том, что действия выполняются не с выражениями, а со значениями, когда соотношение или функция имеют определенный вид и поиск решения заключается в применении алгоритма. Это любые действия с матрицами, решение систем линейных уравнений, нахождение корней, интегралов, производных и экстремумов функций заданного вида (чаще всего — полинома). Если вид функции заранее не известен, доступны лишь значения функции, выполняется либо перебор значений, либо подмена исследуемой функции функцией известного вида с коэффициентами, найденными по значениям исследуемой функции.
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Некоторые алгоритмы работы с матрицами
Ниже приводится словесное и формульное описания некоторых алгоритмов работы с матрицами. Данная информация используется для разработки соответствующих программ и подпрограмм зада​ния.

Вычисление нормы матрицы

Норма матрицы ||A|| является скалярной характеристикой абсолютной величины ее элементов. Норма может быть построена разными способами, но наиболее распространенной является вычисляемая по формуле, аналогичной формуле для расчета модуля вектора:
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В этой и в последующих формулах m – число строк, n – число столбцов матрицы. Можно использовать приведенную норму, которая рассчитывается на один элемент:
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В матричной алгебре также используются m-норма, представляющая собой максимальную из сумм модулей элементов по строкам:
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и l-норма, представляющая собой максимальную из сумм модулей элементов по столбцам:
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Транспонирование матрицы

Операция транспонирования часто используется в матричной алгебре. Транспонированная матрица A обозначается при записи  AT. 

Транспонирование заключается в обмене местами строк и столбцов матрицы. Элемент, расположенный в i-той строке и j-том столбце помещается в j-тую строку и i-тый столбец. 

Умножение матрицы на вектор

В результате умножения матрицы A из m строк и n столбцов на вектор 
[image: image5.wmf]X

r

, имеющий n компонентов, получается вектор 
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r

, компоненты которого вычисляются по формуле:
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Умножение двух матриц

В результате умножения двух матриц 
[image: image8.wmf])
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 получает​ся матрица 
[image: image10.wmf])

p

m

(

´

C

, элементы которой находятся по следующей прос​той формуле:
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(i = 1, 2, …, m;
j = 1, 2, …, p)

Для осуществления процедуры умножения необходимо, чтобы чис​ло столбцов первой матрицы A было обязательно равно числу строк второй матрицы B.

Возведение матрицы в целую степень

Возведение матрицы в целую степень производится путем ее повторного умножения на основе вышеприведенной формулы. Эту операцию можно выполнять только с квадратной матрицей.

Вычисление определителя квадратной матрицы

Для вычисления определителя квадратной матрицы произвольного порядка наиболее удобным является метод, основанный на преобразовании матрицы к треугольному виду и последующего вычисления произведе​ния элементов главной диагонали.

Алгоритм преобразования матрицы к треугольному виду, не из​меняющий значение определителя, заключается в следующем.

Преоб​разование выполняется за (n – 1) шагов (n - число строк и столбцов матрицы). На k-том шаге все элементы матрицы, лежащие ниже k-той строки и правее k-того столбца пересчитываются по формуле:
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(i = k+1, k+2, …, n;       j = k+1, k+2, …, n)

В результате данного преобразования получается матрица, со​держащая ниже главной диагонали только нулевые элементы. Поэтому ее определитель равен произведению элементов главной диагонали:
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Для работы алгоритма при возможных нулевых элементах в глав​ной диагонали (в исходной матрице или полученных при пересчете) рекомендуется использовать процедуру выбора главного элемента. Она заключается в перестановке строк матрицы на каждом шагу ее приведения к треугольному виду перед осуществлением пересчета. Отыскивается строка, содержащая в k-том столбце наибольший по аб​солютной величине элемент, а затем производится перестановка мес​тами k-той строки и строки с этим наибольшим элементом. Только после этого осуществляется деление на 
[image: image15.wmf]kk

a

. Каждая перестановка меняет знак определителя на противоположный. С учетом перестановок
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где m - число перестановок строк при выборе главного элемента.

Вычисление обратной матрицы

Один из возможных методов вычисления обратной матрицы осно​ван на решении матричного уравнения 
[image: image17.wmf]E
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, где A - исходная, B - обратная и E - единичная матрицы:
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Это уравнение при умножении матрицы A на каждый столбец мат​рицы B распадается на n систем линейных алгебраических уравнений (СЛАУ):
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где  
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(k = 1,2, …, n)

Решение каждой системы при k =1, 2 , ..., n позволяет определить k-тый столбец искомой обратной матрицы, т.е. процедура на​хождения обратной матрицы сводится к n-кратному решению СЛАУ. Этот метод называется методом Жордана.
Вычисление матричных функций

После определения операции возведения квадратной матрицы в целую степень можно ввести понятие матричной функции матричного аргумента, используя представление функций в виде степенного ряда. Например, по аналогии с экспоненциальной функцией скалярного аргумента x
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вводится экспоненциальная функция матричного аргумента A:
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Аналогично можно представить sin(A), cos(A) и другие функции:
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Таким образом, матричная функция матричного аргумента представляет собой квадратную матрицу того же порядка, что и аргумент A. Она получается бесконечным суммированием матриц-слагаемых. При расчете суммирование членов ряда следует выполнять до тех пор, пока норма очередного слагаемого не станет меньше заданной погрешности (. 

Решение систем линейных уравнений прямыми методами
1. Введение

Система линейных алгебраических уравнений (СЛАУ), записанная в векторно-матричной форме, имеет вид:
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где  даны 
[image: image28.wmf]A

 - матрица коэффициентов СЛАУ и 
[image: image29.wmf]F

- вектор свободных членов, а нужно определить 
[image: image30.wmf]X

- вектор неизвестных.

Для решения таких систем применяются как прямые (регулярные), так и ите​рационные методы /1, 2, 3, 5/. В вычислительной практике наиболее распространены прямые методы Гаусса и LU-разложения. В лабораторной работе изучаются эти методы, и с помощью реализующих их подпрограмм осуществляется наглядное решение СЛАУ, которое помогает понять их суть.

В ряде задач вычислительной математики, связанных с модели​рованием физических процессов, приходится решать системы линейных алгебраических уравнений с трехдиагональной матрицей. В этом слу​чае вместо методов Гаусса или LU-разложения более рационально ис​пользовать специальный метод - прогонки, который также изучается в данной работе.
2. Метод Гаусса

Метод Гаусса основан на замене исходной системы (1) на экви​валентную (т.е. имеющую то же решение 
[image: image31.wmf]X

), но с матрицей 
[image: image32.wmf]U

 верхней треугольной формы:
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или в развернутом виде:
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(2а)

Матрица 
[image: image35.wmf]U

 получается путем преобразования исходной матрицы 
[image: image36.wmf]A

, а вектор 
[image: image37.wmf]C

 - из вектора 
[image: image38.wmf]F

. Так как матрица 
[image: image39.wmf]U

 - треугольная, все компоненты вектора 
[image: image40.wmf]X

, начиная с 
[image: image41.wmf]n

x

, легко находятся последо​вательно.

Алгоритм метода Гаусса состоит из двух этапов:

1. Преобразование 
[image: image42.wmf]U
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и 
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. - прямой ход;

2. Последовательное  вычисление 
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– обратный ход.

Далее приводится словесно-формульное описание алгоритмов прямого и обратного хода метода Гаусса. Обоснование проводимых операций можно найти в соответствующей литературе /  1, 2, 3  /.

1. Прямой ход
Процедура прямого хода осуществляется за 
[image: image46.wmf]n

 шагов (
[image: image47.wmf]n

 - поря​док СЛАУ). На k-том шаге (k = 1, 2, 3, … , n) формируется k-тая строка матрицы 
[image: image48.wmf]U

 и k-тый компонент вектора 
[image: image49.wmf]C

. Каждый шаг состоит из двух частей. 

1.1. На первой части шага вычисляются ис​комые элементы матрицы 
[image: image50.wmf]U

 и компоненты вектора 
[image: image51.wmf]C

:
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[image: image53.wmf];
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Примечание: Индекс вверху (в скобках) означает индекс шага, от которого следует взять соответствующие значения элементов матрицы 
[image: image54.wmf]A

 и компонентов вектора 
[image: image55.wmf]F

. Он необходим, так как на каждом шаге эти величины преобразуются. Индекс 
[image: image56.wmf]0
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 соответствует исходным элемен​там и компонентам. В дальнейшем будет видно, что этот индекс яв​ляется фиктивным, т.е. при программировании не порождает соот​ветствующий индекс массивов. Но при алгебраической записи формул в литературе он обычно приводится.

1.2. На второй части шага оставшаяся часть матрицы 
[image: image57.wmf]A

 (ниже k-той строки и правее k-того столбца) и вектора 
[image: image58.wmf]F

 (ниже k-того компо​нента) пересчитываются по формулам:
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(4)

При 
[image: image60.wmf]n
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  вторая часть шага не выполняется, т.к. пересчитывать больше нечего.

2. Обратный ход
Обратный ход начинается с определения 
[image: image61.wmf]n

x

, которое следует из (2а):
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Затем последовательно находятся  
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 по фор​муле:
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(6)

Эта формула следует из обобщения уравнений, которые получа​ются при умножении матрицы 
[image: image65.wmf]U

 на вектор 
[image: image66.wmf]X

 из (2а) и рассмотрении их в последовательности снизу вверх.

Действия с компонентами векторов 
[image: image67.wmf]F

 и 
[image: image68.wmf]C

 в (3) и (4) совпадают с аналогичными действиями над элементами матриц 
[image: image69.wmf]A

 и 
[image: image70.wmf]U

, поэтому в алгоритме Гаусса часто присоединяют эти вектора в качестве допол​нительного (n+1)-го столбца соответствующих матриц. При этом ал​горитм и реализующая его программа становятся более компактными и красивыми.

3.  Метод  LU-разложения

Метод LU-разложения основан на том, что матрица 
[image: image71.wmf]A

 может быть представлена в виде произведения двух матриц:



[image: image72.wmf]U

L

A

´

=


(7)

где   

[image: image73.wmf]L

 - нижняя треугольная матрица,


[image: image74.wmf]U

 - верхняя треугольная матрица с единичной  главной диагональю.

При этом разложении исходная система (1) разлагается на две, но с треугольными матрицами:



[image: image75.wmf];
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[image: image76.wmf];
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(8б)

которые легко решаются  последовательно,  т.е.  сначала из решения системы (8a) находится вектор промежуточных неизвестных 
[image: image77.wmf]C

,  а затем, используя найденный вектор 
[image: image78.wmf]C

 в качестве вектора свободных членов,  решается система (8б) и находится искомый вектор неизвестных 
[image: image79.wmf]X

.

1. Прямой ход
Алгоритм разложения  (факторизации)  матрицы  
[image: image80.wmf]A

 на две треугольных также осуществляется за 
[image: image81.wmf]n

 шагов. На k-том шаге формирует​ся k-тая строка матрицы 
[image: image82.wmf]U

 и k-тый столбец матрицы 
[image: image83.wmf]L

. Каждый шаг состоит из двух частей. 

1.1. На первой части вычисляются


[image: image84.wmf]);
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[image: image85.wmf]);
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(9б)

1.2. На второй части шага пересчитывается оставшаяся часть матри​цы 
[image: image86.wmf]A

, лежащая ниже k-той строки и правее k-того столбца:
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2. Обратный ход
2.1. Сначала решается система 
[image: image88.wmf]F
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.  Нижний треугольный вид мат​рицы 
[image: image89.wmf]L

 позволяет последовательно найти 
[image: image90.wmf]i
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[image: image92.wmf]);
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2.2. Затем решается система 
[image: image93.wmf]C
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. Так как она совпадает с сис​темой, получаемой в методе Гаусса, то алгоритм ее решения есть алгоритм обратного хода метода Гаусса.

4. Связь методов Гаусса и LU-разложения

Методы Гаусса и LU-разложения имеют глубокую связь. Подробно об этом можно прочитать, например, в / 2 /. Отметим только, что матрицы 
[image: image94.wmf]U

 и векторы 
[image: image95.wmf]C

 в обоих методах одинаковы. Из (8a) следует, что 
[image: image96.wmf]F
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Методы Гаусса и LU-разложения имеют одинаковую трудоемкость по количеству вычислительных операций 
[image: image97.wmf]3
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 и примерно одинаково широко используются на практике. LU-разложение матрицы 
[image: image98.wmf]A

 не затрагивает вектор свободных членов 
[image: image99.wmf]F

, поэтому этот метод удобно использовать при решении СЛАУ с одной и той же матрицей, но с разными вектора​ми свободных членов.

5. Выбор главного элемента

Методы Гаусса и LU-разложения не будут работать, если в главной диагонали окажется нулевой элемент, стоящий там изначаль​но или полученный при пересчете. Кроме того, если диагональный элемент не равен точно нулю, но мал по величине по сравнению с другими элементами матрицы, то при делении на него возникает большая погрешность результата.

Поэтому метод Гаусса и LU-разложения можно дополнять выбором главного элемента. Суть этой процедуры заключается в том, что на каждом шаге преобразования матриц сначала осуществляется поиск в оставшейся части k-го столбца (начиная с k-той строки) элемента, максимального по абсолютной величине. После его нахождения строка с максимальным элементом и текущая k-тая строка матрицы меняются местами.

В методе Гаусса производится и соответствующий обмен компо​нентов вектора свободных членов. Такой обмен не изменяет корни СЛАУ и их порядок в векторе 
[image: image100.wmf]X

. 

Процедура выбора главного элемента усложняет алгоритм, но зато исключает деление на ноль или малую величину. Она обычно используется и при вычислении определителя матрицы путем приведения ее к треугольному виду.

6. Метод прогонки

Метод прогонки применяется для СЛАУ с трехдиагональной мат​рицей, в которой все элементы, не входящие в главную и прилегаю​щие к ней диагонали, равны нулю:
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При этом нет необходимости хранить всю матрицу и коэффициен​ты СЛАУ хранятся и обрабатываются в виде трех одномерных масси​вов: 
[image: image103.wmf]P

 - массива элементов главной диагонали, 
[image: image104.wmf]R

 - массива элемен​тов ниже главной диагонали и 
[image: image105.wmf]Q

 - массива элементов выше главной диагонали. Индекс элемента массивов 
[image: image106.wmf]R

, 
[image: image107.wmf]P

 или 
[image: image108.wmf]Q

 соответствует ин​дексу строки матрицы.
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Идея метода прогонки основана на представлении каждой компо​ненты вектора неизвестных через следующую:


[image: image110.wmf];
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где 
[image: image111.wmf]i

A

и 
[image: image112.wmf]i

B

 - прогоночные коэффициенты, которые необходимо опре​делить. Умножение первой строки СЛАУ (12) на вектор 
[image: image113.wmf]X

 и приведение полученного уравнения к виду (13) позволяет найти выражения для первых прогоночных коэффициентов:


[image: image114.wmf];
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Формулы для последующих прогоночных коэффициентов можно по​лучить, умножая последовательно строки матрицы СЛАУ (12) на век​тор 
[image: image115.wmf]X

 и приводя записи к виду (13):
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где   




[image: image117.wmf];
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( i =2, 3, ..., n)

После определения прогоночных коэффициентов совершается об​ратный ход - последовательное определение компонент вектора неиз​вестных, начиная с 
[image: image118.wmf]n
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:


[image: image119.wmf];
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[image: image120.wmf];
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(i = n-1, n-2, …, 1)

(16)

7. Погрешности решения СЛАУ

Казалось бы прямые методы решения СЛАУ являются достаточно точными; погрешность результата должна быть порядка погрешности вычисления - выполнения арифметических операций, которая определяется типом используемых данных. Для типа double константа машинного нуля DBL_EPSILON, характеризующая эту погрешность, составляет 
[image: image121.wmf]16
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. Для методов Гаусса и LU-разложения выполняется порядка 
[image: image122.wmf]3
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 операций, поэтому ожидаемая погрешность даже при n = 100 должна быть порядка 
[image: image123.wmf]10
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. Но на самом деле, величина погрешности сильно зависит и от конкретных значений элементов матрицы.

Каждая матрица, например 
[image: image124.wmf]A

, имеет так называемое число обусловленности 
[image: image125.wmf])
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. В вычислительной математике его определяют через нормы прямой и обратной матриц соотношением
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Эта величина может изменяться от 
[image: image127.wmf]0

 до 
[image: image128.wmf]¥

. Чем она больше, тем больше будет погрешность вычисления вектора неизвестных
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(17)

Число обусловленности определяет также связь погрешности вычисления вектора неизвестных с погрешностями задания матрицы коэффициентов и вектора свободных членов, которые в реальных задачах часто берутся из физических измерений и могут иметь значительную погрешность
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[image: image131.wmf]F
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Реальная погрешность будет определяться большей из трех величин, получаемых по соотношениям (17), (18) и (19).  Системы с большим значением числа обусловленности называются плохо обусловленными. Для них получение достаточно точного решения невозможно или представляет сложную проблему.

Для определения числа  обусловленности матрицы используются весьма сложные алгоритмы /5, 6/ . В данной лабораторной работе для этих целей применяется функция Decomp( ), которая взята из источника / 6 /.

8. Расчет определителя матриц

Преобразование матрицы 
[image: image132.wmf]A

 в прямом ходе алгоритмов Гаусса и LU-разложения позволяет легко вычислить ее определитель. В методе LU-разложения определитель матрицы 
[image: image133.wmf]U
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 есть произведение определителей сомножителей:
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Так как матрицы 
[image: image135.wmf]L

 и 
[image: image136.wmf]U

 треугольные, их определители равны произведению элементов главной диагонали. При этом 
[image: image137.wmf]1
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В методе Гаусса главная диагональ матрицы 
[image: image140.wmf]A

 после ее окончательного пересчета совпадает с главной диагональю матрицы 
[image: image141.wmf]L

, поэтому
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Алгоритм расчета определителя трехдиагональной матрицы более сложен. Он основывается на рекурентной формуле, которая может быть получена разложением определителя по его минорам  / 8 /:
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[image: image144.wmf];

r

q

p

p

;

p

2

1

2

1

2

1

1

-

=

D

=

D


В этих формулах 
[image: image145.wmf]i

r

, 
[image: image146.wmf]i

p

и 
[image: image147.wmf]i

q

 - элементы соответствующих массивов-диагоналей.

Так как язык С/С++ допускает рекурсию, то вычисление определителя трехдиагональной матрицы удобно оформить в виде следующей рекурсивной функции:

double det3d(Vector R, Vector P, Vector Q, int n)

{

   if (n==1) return P[1];

   if (n==2) return P[1]*P[2]-Q[1]*R[2];

   return P[n]*det3d(R,P,Q,n-1)-Q[n-1]*R[n]*det3d(R,P,Q,n-2);

}

Решение нелинейных алгебраических уравнений

1. Введение

В научно-технических расчетах часто встречаются нелинейные уравнения вида


[image: image148.wmf]0
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где F(x) - некоторая нелинейная (трансцендентная) функция. Вид ее не позволяет выразить x и, тем самым, найти корень аналитическими методами. Численные методы позволяют найти приближенное значение корня уравнения с заданной точностью. Некоторые из них требуют задания интервала, на котором предполагается корень, другие - начального (нулевого) приближения корня. Значение корня ищется путем  после​довательных приближений (итераций), которые циклически совершают​ся по определенной итерационному алгоритму. Число итераций заранее определить нельзя – они совершаются до выполнения некоторого условия. В лабораторной работе изучаются методы прос​тых итераций, Ньютона, половинного деления и хорд.

2. Основные методы решения нелинейных уравнений
2.1. Методы, требующие задания интервала поиска корня

Проблема выбора достаточно точного нулевого приближения, обеспечивающего сходимость итераций описанных выше методов, для некоторых уравнений становится трудноразрешимой. Зато часто можно легко указать интервал, в котором ожидается корень уравнения. Поэтому широко используются методы, основанные на за​дании интервала поиска, к которым относятся метод половинного де​ления и метод хорд.

Суть метода  половинного  деления (бисекции)  заключается в том,  что интервал,  на котором находится корень, последовательно делится пополам.  Знак левой части уравнения в середине интервала сравнивается со знаком на его границах.  Далее,  в среднюю  точку переносится та граница,  где знак левой части уравнения совпадает со знаком на середине интервала; при этом интервал поиска умень​шается в два раза. Затем все повторяется.  Итерации продолжаются до тех пор, пока ширина интервала не станет меньше заданной погрешности 
[image: image149.wmf]x

e

, а значение левой части уравнения на середине интервала не бу​дет по абсолютной величине меньше погрешности 
[image: image150.wmf]F

e

. Тогда за иско​мый корень принимается середина интервала.

Метод обладает высокой надежностью и позволяет найти корни уравнений, не решаемых методами простых итераций и Ньютона.

Блок схема алгоритма метода половинного деления представлена на рис. 5.3.

Метод хорд  в чем-то похож на метод половинного деления. Суть метода заключается в следующем. На каждой итерации по двум точкам - границам интервала – 
[image: image151.wmf]1

x

 и 
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 левая часть уравнения линеаризиру​ется и находится корень полученного линейного уравнения
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Затем та граница интервала (
[image: image154.wmf]1
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 или 
[image: image155.wmf]2

x

), где знак левой части уравнения F совпадает со знаком ее в точке x, переносится в эту точку и все повторяется до тех пор, пока не будут выполняться ус​ловия (2). Блок-схема алгоритма метода хорд представлена на рис. 5.4.

Метод хорд часто путают с методом секущих, который ближе к методу Ньютона и использует для вычисления производной в формуле (7) значения функции на двух последних итерациях.

2.2. Методы, требующие задания нулевого приближения

Методы, требующие задания нулевого приближения, работают по следующей схеме. Задается нулевое приближение корня 
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, затем, по некоторой итерационной формуле находится первое приближение, по нему - второе и т.д.
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Итерации выполняются до тех пор, пока не будет выполняться условия:
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где 

[image: image160.wmf]x
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 - заданная абсолютная погрешность определения корня; 


[image: image161.wmf]F
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- заданная погрешность невязки левой части уравнения с нулем. 

Из методов этого типа наиболее распространены методы простых итераций и Ньютона.
Метод простых итераций применим для уравнений, которые можно привести к виду
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из которого вытекает итерационная формула:
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(4)
Итерации выполняются по ней до тех пор, пока не будет выпол​няться условие (2a). Условие (2b) в этом методе не может быть использовано.

Итерационный процесс сходится к значению корня, если на ин​тервале итераций выполняется условие:
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Метод Ньютона является наиболее быстро сходящимся и поэтому одним из наиболее используемых.

Суть метода основана на том, что левая часть уравнения 
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и находится корень полученного линейного уравнения


[image: image170.wmf]0

)

x

(

F

л

=

,

который и принимается за следующее приближение 
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Это приводит к итерационной формуле:
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(7)

Итерации выполняются из заданного нулевого приближения 
[image: image173.wmf]0

x

 до тех пор, пока не будут выполняться условия (2). Блок-схема алгоритма метода Ньютона приведена на рис. 5.2.

Метод Ньютона в своем классическом варианте не всегда сходится. Итерации сходятся к значению корня лишь тогда, когда на интервале итераций знаки первой и второй производных от левой части уравнения не изменяются. Для других случаев существуют спе​циальные разновидности метода Ньютона с более сложными алгоритмами. 

Простым и эфффективным способом добиться сходимости во многих случаях  является ограничение ньютоновского приращения. Если величина приращения на k-той итерации
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получается больше  некоторого задаваемого предельного значения 
[image: image175.wmf]max
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, то оно искусственно ограничивается этой величиной:
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При ограничении знак приращения 
[image: image177.wmf]max
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 должен быть выбран равным знаку приращения  
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3. Задание левой части уравнения

Для решения конкретных уравнений необходимо обеспечить многократное вычисление левой части (в методе простых итераций – правой) от текущего значения x. Кроме того, метод Ньютона требует вычисления производных. Для удобства "присоединения" различных уравнений их реализуют в виде подпрог​рамм (функций), к которым обращается программа или модуль, выполняющие решение. Если левая часть уравнения имеет аналитическое выражение и может быть легко продиференциро​вана, то имеет смысл в подпрограмме левой части запрограммировать вычисление производной по заранее полученным выражениям, но удобнее для вычисления производной использовать числен​ное дифференцирование:
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где 
[image: image180.wmf]x

D

 - дифференцирующее приращение аргумента.

Заголовок функции при этом может иметь вид:

double FuncName(double x)

где 
FuncName – условный идентификатор функции.

При выполнении итераций значение аргумента может выйти за область определения функции. При этом может произойти аварийный останов (run-time error). Для корректного завершения алгоритма рекомендуется, чтобы в этом случае функция возвращало какое-нибудь определенное значение, например, константы FLT_MAX. Это иллюстрируется следующим примером:

Листинг 1

#include <math.h> 

#include <float.h>

double f(double x) 

{

  double z;

  z=x*x+x; 

  if (z<0.0) return FLT_MAX; 

  return sqrt(z)-exp(x);

}

Часто левая часть уравнения содержит ряд параметров, которые задаются или считаются в вызывающем модуле. Их рекомендуется передавать в функцию FuncName() как глобальные переменные с тем, чтобы не изменять список параметров модуля, выполняющего решение. Например, следующим образом:

Листинг 2

#include <math.h>

#include <float.h>

double a,b;

// глобальные переменные
void main()

{

…

  a=1.5;    b=-2.2;

…

// Обращение к функции, выполняющей решение

  Err=RootNewton(f,X0,epsX,epsF,dXmax,limit,KeyDemo, X,Fx,Nckl);

…

} 
double f(double x) 

{

  double z;

  z=a*x*x+b*x; 

  if (z<0.0) return FLT_MAX; 

  return sqrt(z)-exp(x);

}

Естественно, переменные a и b при этом нельзя повторно описывать в main() и в функции f().

Решение систем линейных уравнений итерационными методами
1. Введение

Система линейных алгебраических уравнений (СЛАУ), записанная в векторно-матричной форме, имеет вид:
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где  дана 
[image: image182.wmf]A

 - матрица коэффициентов СЛАУ и 
[image: image183.wmf]F

- вектор свободных членов, а нужно определить 
[image: image184.wmf]X

- вектор неизвестных.

Помимо прямых методов решения СЛАУ в практических вычисли​тельных задачах часто используются итерационные. Они позволяют получать искомое решение путем последовательных приближений - итераций, на каждой из которых находится уточненные значений оп​ределяемых величин - компонентов вектора неизвестных:
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Индекс у вектора 
[image: image186.wmf]X

 и цифры над стрелками представляют собой номер итерации (k = 1 ,2, ...).  Для начала итерационного процесса не​обходимо задать нулевое приближение вектора неизвестных 
[image: image187.wmf]0

X

.  Ите​рации осуществляются до тех пор, пока не будет достигнута необхо​димая точность:
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где  

[image: image190.wmf]x

e

 - задаваемая абсолютная погрешность решения;


[image: image191.wmf]r

e

 - погрешность невязки системы.

Вектор 
[image: image192.wmf]R

, входящий в левую часть условия (2б), называется вектором невязки. Он характеризует величину неравенства левой и правой частей СЛАУ (1) на данной итерации и для точного решения равен нулю. 

В основе каждого конкретного итерационного метода лежит оп​ределенный итерационный алгоритм, позволяющий находить новое приближение вектора неизвестных. В простейшем случае он сводится к итерационной формуле.

В работе изучаются итерационные методы решения СЛАУ - метод Якоби, Зейделя и последовательной верхней релаксации (ПВР) и реа​лизующие их алгоритмы и программы.
2. Итерационные методы Якоби и Зейделя

Итерационная формула метода Якоби легко получается, если в развернутой записи СЛАУ
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из первого уравнения выразить 
[image: image194.wmf]1
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, из второго - 
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Обобщая эти записи, приходим к формуле
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(3)

( i  = 1, 2, 3, ..., n ) - индекс компонента вектора 
[image: image198.wmf]X

;

Итерационная формула метода Якоби получается из формулы (3). В ее правую часть следует подставить значения компонентов вектора 
[image: image199.wmf]X

, входящих в k-тую итерацию (
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), а в левую - определяемых на k-той итерации (
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(4)

где 
i  = 1, 2, 3, ..., n - индекс компонента вектора X; k = 1, 2, 3, ... - индекс шага итерации
.В основе метода Зейделя лежит похожая итерационная формула, также получаемая из (3), в которой только значения 
[image: image203.wmf]j
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 при вычис​лении первой суммы берутся не от (k-1)-ой, а от k-той итерации:
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(5)

где 
i = 1, 2, 3, ..., n - индекс компонента вектора X; k = 1, 2, 3, ... - индекс шага итерации.

В основе алгоритмов методов Якоби и Зейделя лежит итерационный цикл, который может быть реализован как с после-, так и с предусловием. На рис. 3.1 представлена упрощенная схема алгоритма на базе цикла с послеусловием. В теле цикла имеются четыре основных фрагмента:

2) расчет нового значения вектора неизвестных на данной итерации;

3) расчет вектора приращений неизвестных на данной итерации и его модуля;

4) переприсваивание нового значения вектору неизвестных;

5) расчет вектора невязки и его модуля.

Детализация этих основных фрагментов представлена на рис. 3.2. 

Фрагмент 2 содержит цикл по индексу компонента вектора неизвестных; в теле цикла реализуется итерационная формула (4) или (5). При программировании итерационных формул подобного вида обычно принимается, что верхний индекс вектора неизвестных (индекс итерации) является фиктивным, т.е. не порождает соответствующего индекса массива. Для представления вектора неизвестных вводят две переменных: 
[image: image205.wmf]X

 отражает входное для итерационной формулы значение, а 
[image: image206.wmf]new
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 - рассчитываемое по ней. Это необходимо, чтобы затем вычислить значение приращения вектора неизвестных на данной итерации
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что и выполняется во фрагменте 3. Отметим, что в данном варианте алгоритма собственно вектор приращений не сохраняется, а только накапливается сумма квадратов его компонентов. Поэтому в нем используется скалярная переменная 
[image: image208.wmf]DX

, которая при каждом прохождении тела цикла обновляет свое значение. Затем во фрагменте 4 осуществляется переприсваивание  вектору 
[image: image209.wmf]X

 нового значения 
[image: image210.wmf]new
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. В следующем фрагменте 5 вычисляются компоненты вектора невязки 
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 и его модуль для использования в условии повторении итераций. Здесь также не сохраняется вектор как массив, а только накапливается сумма квадратов его компонентов. Текущее значение компонента этого вектора несет в себе скалярная переменная 
[image: image212.wmf]R

 (рис. 3.3).

Все циклы фрагментов 2 – 4 имеют одинаковые параметры и, в принципе, могут быть объединены. Если объединить циклы фрагментов 2 и 3, как показано на рис. 3.4, то реализуется метод Якоби. При вычислении каждого компонента нового значения вектора неизвестных 
[image: image213.wmf]new
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используются старые значения 
[image: image214.wmf]i

X

. Переприсваивание выполняется после расчета всех компонентов.

Если же еще объединить в этот же цикл фрагмент 4, то будет реализован метод Зейделя (рис. 3.5). Пререприсваивание осуществляется после расчета каждого компонента вектора неизвестных и при расчете следующего компонента используется новые значения всех предыдущих.

3. Метод последовательной верхней релаксации

Метод последовательной верхней релаксации (ПВР) основан на линейной экстраполяции по двум итерационным шагам метода Зейделя. Новое значение каждого компонента вектора неизвестных X вычисляет​ся по формуле:
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где 

[image: image216.wmf])

k

(
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z

-  значение  i-того  компонента вектора 
[image: image217.wmf]X

,  получаемое на k-том итерационном шаге методом Зейделя (т.е. по формуле (5);


[image: image218.wmf]w

 - релаксационный параметр, регулирующий сходимость.

Для матриц, встречающихся в задачах моделирования физических процессов (симметричных, положительно определенных с диагональным преобладанием, см. / 2 /), его значение может лежать в диапазоне от 0 до 2. При 
[image: image219.wmf]1

=

w

метод ПВР превращается в метод Зейделя. Для каж​дого типа матриц можно подобрать оптимальное значение параметра 
[image: image220.wmf]w

, позволяющее получить решение при минимальном числе итераций.
4. Матрично-векторное представление итерационных методов

В современных алгоритмах используется более красивое предс​тавление итерационных формул метода Якоби и Зейделя, основанное на векторно-матричной записи. Сначала матрица коэффициентов СЛАУ представляется в виде трех слагаемых:
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где A1 - нижняя треугольная матрица, D - диагональная матрица, A2- верхняя треугольная матрица.

Например, матрица 
[image: image222.wmf]3
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´

 раскладывается следующим образом: 
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Несложные преобразования, приведенные в / 2 /, позволяют полу​чить:

· для метода Якоби:
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· для метода Зейделя:
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Итерационные формулы состоят из двух частей: первая предс​тавляет собой СЛАУ, которую на каждой итерации нужно решить отно​сительно 
[image: image226.wmf]k

ΔX

, а вторая - итерационный шаг.  Решение СЛАУ проблемы не представляет, так как в первом случае матрица - диагональная, а во втором - нижняя треугольная.

Метод ПВР в матрично-векторной форме принимает вид:
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Решение систем нелинейных алгебраических уравнений
1. Введение

Система n нелинейных уравнений относительно n неизвестных может быть представлена в развернутом виде:
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или в более компактном – векторном:
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где 
[image: image230.wmf]n
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 - вектор неизвестных, а 
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 - вектор левых частей уравнений. Необходимо найти вектор неизвестных 
[image: image232.wmf]X

. В левые части уравнений может входить любое число параметров.

Для решения систем уравнений используются итерационные методы простых итераций (Якоби), Зейделя и Ньютона. Они и изучаются в данной работе. Их реализация во многом напоминаяет итерационные методы для решения систем линейных уравнений. Должен быть задан вектор нулевого приближения 
[image: image233.wmf]0
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 и организован итерационный цикл
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Итерации выполняются до тех пор, пока не будут выполнены условия их прекращения
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2. Методы Якоби и Зейделя

Метод простых итераций (Якоби) и метод Зейделя могут быть применены к системам, допускающим переход от формы (2) к форме
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Итерационная формула строится как и в случае одного уравнения: в левой части (4) записывается значение вектора 
[image: image238.wmf]X

, вычисляемого на k-той итерации, а в правой части – взятое с предыдущей:
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где 
k = 1, 2, 3, … —номер итерации. Нулевое приближение 
[image: image240.wmf])
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 должно быть задано.
Расписывая (5) по индексам компонент вектора 
[image: image241.wmf]X

, получаем
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Формулы (5) и (6) реализуют метод Якоби. При вычислении новых компонентов вектора 
[image: image243.wmf]X

 на каждой итерации берутся старые их значения с предыдущей итерации. Если же при вычислении i-того компонента брать значения 
[image: image244.wmf]1
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, уже вычисленные на этой итерации, то будет реализован метод Зейделя
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Все аналогично тому, как это делается в соответствующих методах при решении систем линейных уравнений.

При разработке алгоритмов этих методов следует иметь в виду следующее.

Первое: как и для систем линейных уравнений, индекс k считается фиктивным и не порождает соответствующего индекса массива. 

Второе: детализация итерационного цикла сильно зависит от того, как будет реализована правая часть системы уравнений. Здесь возможны два варианта. В первом функция будет возвращать правую часть указанного i-того уравнения Fi по заданному значению вектора неизвестных 
[image: image246.wmf]X

, а во втором – вектор правых частей 
[image: image247.wmf]F

 по заданному значению вектора 
[image: image248.wmf]X

:


[image: image249.wmf]Right
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Первый вариант приводит к блок-схемам, практически не отличающихся от представленных в лабораторной работе № 3. Но чаще используется второй вариант, поэтому приводимые на рис. 6.1 и 6.2 блок-схемы используют именно его.

Внутри итерационного цикла (в данном случае использован цикл с послеусловием) происходит расчет нового значения вектора неизвестных и модуля вектора приращений неизвестных. Если обращение к функции, реализующей правую часть системы уравнений, выполняется вне цикла по компонентам вектора, то для вычисления всех его компонентов используется старые значения неизвестных и, следовательно, реализуется метод Якоби. Если же обращение к функции внесено внутрь цикла по компонентам вектора 
[image: image250.wmf]X

, то при их вычислении уже используются новые значения всех компонентов до (i-1)-го и, следовательно, реализуется метод Зейделя.

3. Метод Ньютона

Итерационная формула метода Ньютона для системы нелинейных уравнений по аналогии с формулой для одного уравнения ((7) из лабораторной работы № 5) может быть представлена в виде:
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где 

[image: image252.wmf]k

X

 — значение вектора неизвестных, полученное на k-той итерации;


[image: image253.wmf]1
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X

 — значение вектора неизвестных, полученное на предыдущей итерации и входящее в k-тую итерацию;


[image: image254.wmf])
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 — вектор левых частей уравнений от вектора неизвестных на k-1 итерации;


[image: image255.wmf])
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 — матрица Якоби системы, взятая от вектора неизвестных на k-1 итерации.

Элементы матрицы Якоби – это производные левых частей уравнений по неизвестным:


[image: image256.wmf]j
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Формула (8) является более общим случаем и влючает в себя итерационую формулу Ньютона для одного уравнения.  В этом случае вектора 
[image: image257.wmf]X

 и 
[image: image258.wmf]F

состоят из одного компонента, а матрица Якоби – из одного элемента 
[image: image259.wmf])

x
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F

¢

. Обратная матрица Якоби будет представлять собой 
[image: image260.wmf])

x
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1

¢

. Формула (8) при этом превращается в формулу (7) из лабораторной работы № 5.

При выполнении вычислений по формуле (8) необходимо на каждой итерации обращать матрицу Якоби. Нахождение обратной матрицы требует n-кратного решения СЛАУ. Поэтому итерационную формулу  (8)  несложными преобразованиями приводят к следующему виду:
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[image: image262.wmf]k
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(9б)

Теперь она состоит из двух частей: системы линейных алгебраических уравнений (9а) и формулы итерационного шага (9b).

На каждой итерации выполняют следующие действия:

· Рассчитывают матрицу Якоби 
[image: image263.wmf])
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 и вектор левых частей уравнений 
[image: image264.wmf])
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 от предыдущего значения вектора неизвестных 
[image: image265.wmf]1
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;

· Решают СЛАУ (9а) относительно вектора приращений неизвестных на i-той итерации
[image: image266.wmf]k

X

D

;

· Совершают итерационный шаг по формуле (9b).

Итерации выполняют до тех пор, пока модуль вектора приращений не станет меньше данной погрешности 
[image: image267.wmf]x

e

, а модуль вектора левых частей уравнения – меньше погрешности 
[image: image268.wmf]F
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Блок-схема алгоритма метода Ньютона приведена на рис. 6.3.

Метод Ньютона чувствителен к выбору нулевого приближения и итерации могут расходиться. Часто это можно предотвратить, ограничивая вектор приращений неизвестных, также как это делается для одного уравнения. Если на итерационном шаге модуль вектора приращений 
[image: image270.wmf]X

D

получается больше заданной величины 
[image: image271.wmf]max

X

D

, то все его компоненты умножаются на отношение 
[image: image272.wmf]X

D
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 и, тем самым, ограничивают величину итерационного шага.
4. Нормирование переменных и уравнений

Очень часто переменные-неизвестные реальных систем уравнений и сами левые (правые) части их имеют разные физические размерности и порядки величин. При этом необходимо по каждой неизвестной и по каждой левой (правой) части задавать свои значения погрешностей. Часто представляется более удобным привести переменные-неизвестные к одному диапазону величин путем умножения их на индивидуальные нормировочные коэффициенты. Это позволит назначить им одно и то же значение погрешности 
[image: image273.wmf]x

e

. То же самое делается и для левых (правых) частей уравнений. Обычно для нормирования выбирается диапазон порядка единиц. Для выполнения нормирования необходимо представлять ориентировочные значения ожидаемых корней или хотя бы их порядки. Но без этого не удается задать и нулевые приближения.

5. Графическая интерпретация решения

Для систем, содержащих два уравнения возможна простая геометрическая интерпретация решения. Уравнения системы
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графически могут быть представлены как две поверхности, каждая из которых пересекается с плоскостью 
[image: image275.wmf]2
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 по некоторой линии (замкнутой или незамкнутой). Точки пересечения этих двух линий имеют своими координатами значения корней. Если линии не пересекаются, то система не имеет решений. Часто существует более одной точки пересечения, т.е. несколько решений системы.

Для большего числа уравнений графическую интерпретацию представить нельзя.
6. Задание системы

Для решения конкретной системы уравнений необходимо обеспечить мно​гократное вычисление правой или левой части (в зависимости от используемого метода) от текущего значения x. Кроме того, метод Ньютона требует вычисления матрицы Якоби. Для удобства "присоединения" различных систем их реализуют в виде подпрог​рамм (функций), к которым обращается программа или модуль, выполняющие решение. Функция получает значение вектора неизвестных в качестве входного параметра, а возвращает значение вектора левых или правых частей системы. В методе Ньютона для расчета матрицы Якоби удобнее использовать численное дифференцирование внутри итерационного цикла; это упрощает задачу написания подпрограммы-функции системы.

Если система содержит ряд параметров, кото​рые задаются или считаются в вызывающем модуле, то их следует передавать в функцию системы как глобальные переменные аналогично как это делается при решении одного уравнения.

Аппроксимация табличных функций методом наименьших квадратов

1. Введение

Аппроксимация - это определение аналитической функции, которая наилучшим образом описывает таблицу числовых значений “аргумент(ы) - функция”. Данные таблицы могут быть получены  из экспериментальных исследований или расчетом (например, численным интегрированием краевой задачи с дифференциальным уравнением). Чаще всего встречаются задачи аппроксимации табличной функции одного аргумента y = f(x), но нередки и задачи аппроксимации функции двух (z = f(x,y) ) и более аргументов.

Исходя из требований, предъявляемых к результату, задачи аппроксимации можно разделить на интерполяционные задачи и задачи оптимального приближения. В первом случае искомая функция должна точно проходить через заданные точки, а во втором – объединять их наиболее оптимальным образом. Интерполяцию чаще используют, когда исходные данные точны (получены расчетом), а оптимальное приближение, – если данные получены из эксперимента и имеют случайный разброс. Оптимальное приближение позволяет сгладить этот разброс и приблизиться к реальной гладкой зависимости.

В лабораторной работе изучаются оптимальное приближение функции методом наименьших квадратов. Осваивается практическая работа с программами, предназначенными для решения этой задачи.
2. Метод наименьших квадратов

Метод наименьших квадратов используется для определения параметров функции известного вида и формулируется следующим образом: пара​метры функции выбираются так, чтобы сумма квадратов отклонений между заданными значениями функции 
[image: image276.wmf]i
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и полученными в ре​зультате аппроксимации с использованием приближающей функции 
[image: image277.wmf])
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 была бы минимальной:
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Параметры аппроксимирующей функции 
[image: image280.wmf]0
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, ..., 
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 определяются из системы нелинейных алгебраических уравнений, которая получается из условия минимума функции 
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(2)

Число уравнений равно  числу определяемых параметров (k+1). Если функция линейна по параметрам, то система (2) превраща​ется в СЛАУ.

Оценкой погрешности аппроксимации может служить среднеквад​ратичное отклонение
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где f - число степеней свободы, равное разности между числом то​чек n и числом определяемых параметров аппроксимации (k+1): 
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3. Аппроксимация полиномами

Во многих задачах в качестве аппроксимирующей функции ис​пользуют полином первой степени (линейную функцию):
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второй степени:
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или третьей:
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Полиномы более высоких порядков для аппроксимации монотонных функций используются редко. Низшим предельным случаем можно считать полином нулевого порядка 
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, когда функция апп​роксимируется ее средним значением.

Полиномы являются линейными функциями относительно их коэф​фициентов 
[image: image291.wmf]j
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, поэтому система уравнений (2), полученная по методу наименьших квадратов, представляет собой СЛАУ. Сумма квадратов отклонений для полинома третьей степени имеет вид:
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Последовательно дифференцируя это выражение по 
[image: image293.wmf]3
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, а затем приравнивая полученные производные нулю, получим СЛАУ следующего вида:
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(5)

Суммирование во всех случаях осуществляется по индексу точки i от 1 до n. Если порядок полинома k ниже трех, то используется части матрицы и векторов СЛАУ.

Решение системы может осуществляться любым способом. Чтобы обусловленность матрицы коэффициентов СЛАУ была хорошей, точки 
[image: image295.wmf]i

x

рекомендуется выбирать равноудаленными друг от друга. Решение рекомендуется проводить при использовании двойной точности переменных.

4. Нелинейная аппроксимация

Если аппроксимирующая функция нелинейная по параметрам, то система уравнений (2) также является нелинейной. Однако, в неко​торых случаях задачу можно свести к линейной, подобрав соответс​твующие преобразования координат x и y. Например, зависимость
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линеаризируется, если выполнить следующее преобразование x и y:
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Аппроксимируя зависимость 
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 линейной функцией 
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, мож​но легко определить параметры искомой зависимости:
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Нелинейная зависимость
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линеаризируется преобразованием 
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 и 
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. Соответствующие преобразования можно подобрать и во многих других случаях.

Если число параметров нелинейной зависимости больше двух, то однозначно определить их по коэффициентам линейной аппроксимации нельзя, однако, во многих случаях возможно, свести эту задачу к последовательности нескольких линейных аппроксимаций.

Методика линеаризации зависимости путем преобразования коор​динат может служить для подбора вида аппроксимирующей нелинейной функции. Для этого последовательно проверяют различные аппрокси​мирующие функции и выполняют соответствующие линеаризирующие пре​образования координат. Если при каком-то виде функции точки хоро​шо "ложатся на прямую", то его и следует выбрать. Числовым крите​рием качества выпрямления может служить среднеквадратичное откло​нение линеаризации (3), которое при наилучшем выборе аппроксими​рующей функции имеет минимальное значение.

5. Двумерная полиномиальная аппроксимация

Во многих задачах необходимо представить аналитический вид функции двух переменных 
[image: image307.wmf])
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. С помощью метода наименьших квадратов могут быть получены коэффициенты аппроксимирующего полинома третьей степени двух переменных:
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(6)

Минимизируя сумму квадратов отклонений 
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получаем систему линейных алгебраических уравнений, показанную на рис.1. Ее решение позволяет получить искомые коэффициенты 
[image: image310.wmf]9
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Интерполяция табличных функций

1. Введение

Интерполяция - это определение аналитической функции, которая соответствует таблице числовых значений “аргумент(ы) - функция” и точно проходит через заданные точки. В лабораторной работе выполняется интерполяция таблично заданных функций полиномами и кубическими сплайнами. Осваивается практическая работа с программами, предназначенными для решения этих задач.
2. Интерполяция классическим полиномом

В интерполяционных задачах традиционно принимается система нумерации точек, начинающаяся с нулевого номера. Последняя точка имеет номер n, всего точек - (n+1). Такая система нумерации удоб​на тем, что при интерполяции классическими полиномами порядок ин​терполирующего полинома также равен n.

Если задан набор точек 
[image: image311.wmf]i
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, 
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(i = 0, 1, 2,..., n), то интерпо​лирующий полином, проходящий через все точки, должен иметь вид:
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Для определения его (n+1) коэффициентов 
[image: image314.wmf]n
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 из условия прохождения совпадения значений полинома и табличной фун​кции во всех узлах
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возникает система (n+1) линейных уравнений:
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(2)

Решение этой системы может осуществляться любым методом: Га​усса, LU-разложения и т.п.

3. Интерполяция полиномом Лагранжа

Интерполяционный полином Лагранжа L(x) представляет собой тот же самый полином (1), но записанный в другой форме, исключаю​щей необходимость решения СЛАУ. Он представляется в виде линейной комбинации элементарных полиномов n-ной степени 
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, в которой коэффициентами служат заданные значения
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(3)

При таком определении интерполирующего полинома L(x) каждый элементарный полином 
[image: image320.wmf])
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 должен удовлетворять следующим услови​ям в узловых точках:
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Нетрудно убедиться, что этим условиям удовлетворяет полином
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Окончательно формула полинома Лагранжа может быть представ​лена в виде:
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(5)
4. Сплайн-интерполяция

Кубический сплайн представляет собой полином третий степени вида:
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(6)
коэффициенты которого на каждом элементарном интервале  
[image: image326.wmf])
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 имеют разные значения. В принятой системе индексации номер сплай​на совпадает с номером правой границы элементарного интервала, на котором он работает.

Для функции 
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 полу​чается n отрезков интерполяции и, соответственно, n сплайнов 
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(i=1, 2, 3,..., n), которые имеют 4n коэффициентов. Для определения последних необходимо 4n уравнений.

Обычно для сплайн-интерполяции используют равноотстоящие по x точки, т.е. все элементарные интервалы равны:
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 выбираются таким образом, чтобы ин​терполирующие сплайны имели одинаковые производные первого и вто​рого порядка в точках сшивки. Это позволяет получить очень ка​чественный результат интерполяции, который может быть использован для различных целей.

Эти уравнения можно получить из условия равенства значений интерполируемой функции и сплайна в узловых точках:
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а также сшивки на границах элементарных интервалов первых произ​водных сплайнов:
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и вторых производных: 
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Недостающие два уравнения получаются из условия "свободного закрепления концов":


[image: image336.wmf]0

dx

S

d

0

x

2

1

2

=

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

;


[image: image337.wmf]0

dx

S

d

n

x

2

n

2

=

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

;




(10)

Подстановка (6) в уравнения (7) - (10) и некоторые преобразования приводят к следующей системе уравнений:
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где 
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 - расстояние между соседними точками (шаг по x).

Коэффициенты 
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 определяются просто:
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Затем можно определить коэффициенты 
[image: image342.wmf]i
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. Для этого из уравнений системы (11) необходимо исключить 
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, что приводить к выражению:
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Эта запись при развертывании индекса i в указанных пределах превращается в СЛАУ относительно 
[image: image346.wmf]i

c

. Данная система имеет трехдиагональную матрицу коэффициентов, в главной диагонали ее содержится 4, а в прилегающих к ней  -1. Для решения таких систем обычно используется метод прогонки.

После определения коэффициентов 
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 можно определить 
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и 
[image: image350.wmf]i
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:
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Подробные выкладки с выводом всех формул, используемых в сплайн-интерполяции, приведены в текстовом файле spline.doc, прилагаемом к этому описанию.

Численное дифференцирование и интегрирование
1. Введение

При решении различных вычислительных задач, часто возникает необходимость расчета значений производных (первой, второй и более старших порядков), а также интегралов. При этом дифференцируемая или интегрируемая функция могут не иметь анали​тическое представление, а быть выражены только алгоритмически. Часто функция может быть задана набором небольшого числа точек (экспериментальных или полученных в результате другого расче​та). 

Вычисление производных основывается на их представлении в виде конечных разностей. Численные методы расчета определенных интегралов основаны на  вычислении  конечных  сумм  значений подынтегральной функции в определенных точках интервала интегрирования. 

В лабора​торной работе изучаются наиболее распространенные методы числен​ного дифференцирования и интегрирования, разрабатываются реализующие их подпрограммы. Вы​полняется решение некоторых прикладных задач вычислительной мате​матики, связанных с вычислением производных и интегралов.

2. Методы численного дифференцирования

Методы численного дифференцирования функции одной переменной 
[image: image352.wmf])
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Самыми простыми формулами для вычисления первой производной  явля​ются двухточечные формулы дифференцирования вперед и назад:
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[image: image355.wmf];
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Они дают погрешность примерно одинаковой величины, но разного знака и поэтому обычно используют среднее значение производных, получаемых по этим формулам:
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Определение второй производной как производной от первой
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приводит к формуле
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Эта формула носит название трехточечной, хотя третья точки 
[image: image359.wmf])
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 присутствует в ней неявно.

При использовании формул численного дифференцирования результат зависит от правильного выбора дифференцирующего приращения аргумента 
[image: image360.wmf]x

D

.  Оно должно быть достаточно малым. Критерием правильности выбора 
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 для произвольной функции может быть сравнение результатов вычисления производных при двух значениях 
[image: image362.wmf]x
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: 
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 Если результаты расчета различаются между собой на величину, не большую заданной погрешности 
[image: image365.wmf]e

, то выбор величины 
[image: image366.wmf]x

D

 следует считать правильным.

Можно представить себе алгоритм вычисления с заданной погрешностью 
[image: image367.wmf]e

, заключающийся в циклическом уменьшении в два раза величины  
[image: image368.wmf]x
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. Итерации выполняются до тех пор, пока разница между двумя значениями, вычисленными по (3) или (4) не станет меньше 
[image: image369.wmf]e

.

Приведенные выше формулы предполагают возможность расчета дифференцируемой функции в любой точке x. Если же функция задана таблично при не очень большом количестве точек, то для вычисления производных следует сначала выполнить ее среднеквадратичное приближение (если точки имеют случайный разброс) или интерполяцию (если разброс точек мал или отсутствует совсем), а затем использовать формулы численного дифференцирования. Следует иметь в виду, что кубические сплайны, построенные при выполнении условий свободных концов (вторые производные на концах интервала равны нулю) дают существенную погрешность при вычислении вторых производных. Поэтому лучше использовать интерполяцию полиномами: классическим или Лагранжа.

Если табличная функция интерполирована полиномом
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то ее k-тая производная (
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3. Методы численного интегрирования Симпсона и Гаусса

Для вычисления определенных интегралов от функции одной переменной 
[image: image373.wmf])
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основано на разбиении интервала (a, b) на ряд элементарных участков шириной 
[image: image375.wmf]h
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 и последующем представлении подынтегральной функции на каждом из этих участков какой-либо простой аппроксимацией. При таком представлении интеграл от каждого элементарного участка легко вычисляется. Искомый интеграл находится суммированием элементарных интегралов.

Представление подынтегральной функции постоянной величиной приводит к формуле метода прямоугольников
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 n – число разбиений.

Если функцию на элементарном участке представить линейной, то интеграл вычисляется по формуле трапеций
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Эти методы полезны для понимания сути численного интегрирования, но на практике обычно используется представление подынтегральной функции на элементарном участке квадратичной параболой, что приводит к формуле метода Симпсона:
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где
a и b - пределы интегрирования;

n - число интервалов интегрирования (четное);
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- значения аргумента подынтегральной функции в i-той точке.

Вывод формулы Симпсона приводится в текстовом файле simpson.doc.

Метод Симпсона дает достаточно высокую точность. Для монотонных функций при n = 10…20 получается весьма точный результат. 

Метод Гаусса использует вычисление значений подынтегральной функции в особым образом выбранных точках интервала интегрирова​ния:
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где 
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Значения 
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(координаты точек на нормированном интервале (-1,1)) и 
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 (весовые коэффициенты) выбираются таким образом, чтобы минимизировать ошибку интегрирования для степенных подын​тегральных функций: 
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. Эти значения определя​ются только числом точек интегрирования n и больше ни от чего не зависят. Их величины для n = 10 приведены в следующей таблице:

Таблица 1

Узловые точки и весовые коэффициенты метода Гаусса для n = 10
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Метод Гаусса можно адаптировать к подынтегральной функции специального вида. Например, функция может иметь вид 
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При этом узловые точки 
[image: image399.wmf]i

t

 и весовые коэффициенты будут иметь другие значения. Конкретные числовые значения могут быть найдены в справочной литературе, например в [ 2 ].
4. Вычисление интегралов на основе интерполяции

В некоторых задачах подынтегральная функция может быть задана таблично с относительно небольшим числом точек. В этом случае для вычислении интегралов следует использовать ее представление в виде интерполирующего полинома или сплайнов.

Если подынтегральная функция 
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Если подынтегральная функция интерполировалась кубическими сплайнами
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то интегрирование каждого из сплайнов и последующее суммирование приводит к простой формуле:
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5. Вычисление несобственных интегралов

Для вычисления интегралов с бесконечными пределами можно ис​пользовать итерационный алгоритм последовательного увеличения пределов. Например, при вычислении интеграла
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в качестве верхнего предела берется конечная величина 
[image: image406.wmf]i
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, которая на каждой итерации увеличивается по какому-либо закону (например, умножается на определенный коэффициент,  больший 1) до  тех  пор, пока  значение  интегралов на данной и на предыдущей итерациях не будут различаться на величину, меньшую заданной погрешности 
[image: image407.wmf]e

.

Для успешного применения данного алгоритма рекомендуется проанализировать и представить графически вид подынтегральной функции. Это позволяет корректно выбрать начальное значение верхнего предела  и коэффициент, на который оно будет умножаться. При неудачном выборе этих величин данный алгоритм может расходиться.

Для вычисления интегралов с бесконечным верхним пределом можно воспользоваться квадратурной формулой Лаггера в одном из ее следующих видах:
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Величины для 
[image: image410.wmf]i

x

 и 
[image: image411.wmf]i

w

 для n = 10 приведены в следующей таблице:

Таблица 2

Узловые точки и весовые коэффициенты метода Лаггера для n = 15

X[1]= 0.0933078120;

W[1]=2.18234885940E-01;

X[2]= 0.4926917403;

W[2]=3.42210177923E-01;

X[3]= 1.2155954120;

W[3] =2.63027577942E-01;

X[4]= 2.2699495262;

W[4]=1.26425818106E-01;

X[5]= 3.6676227217;

W[5]=4.02068649210E-02;

X[6]= 5.4253366274;

W[6]=8.56387780361E-03;

X[7]= 7.5659162266;

W[7]=1.21243614721E-03;

X[8]=10.1202285680;
W[8]=1.11674392344E-04;

X[9]=13.1302824821;
W[9]=6.45992676202E-06;

X[10]=16.6544077083;
W[10]=2.22631690710E-07;

X[11]=20.7764788994;
W[11]=4.22743038498E-09;

X[12]=25.6238942267;
W[12]=3.92189726704E-11;

X[13]=31.4075191697;
W[13]=1.45651526407E-13;

X[14]=38.5306833064;
W[14]=1.48302705111E-16;

X[15]=48.0260855726;
W[15]=1.60059490621E-20;

6. Вычисление двойных интегралов

Для вычисления двойных интегралов
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с постоянными пределами по x и по y (т.е. по прямоугольной области) удобно пользоваться формулой двумерного метода Симпсона:
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где под знаком сумм складываются значения подынтегральной функции в девяти узловых точках вокруг точки с координатами 
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 (рис. 1):
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На этом рисунке представлен один из элементарных участков разбиения плоскости интегрирования X-Y вблизи точки с координатами  (xi, yi). Вокруг этой точки сделаны шаги в разные стороны 
[image: image416.wmf]h

±

. В результате образовалось 9 точек, в которых и вычисляется значение подынтегральной функции, входящие в формулу Симпсона. Далее осуществляется суммирование по всем таким элементарным участкам.
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Если область интегрирования не прямоугольная, то задача усложняется. В этом случае пределы интегрирования по y являются функциями x -  ay(x) и by(x):
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В этом случае необходимо организовать двойной процесс интегрирования: внешний по x для которого подынтегральная функция будет вычисляется как результат интегрирования f(x,y) по y. 

При этом реализуется следующая иерархическая модульная структура:

Поиск минимума/максимума функциональных зависимостей

1. Введение

При проектировании технических объектов возникают задачи оптимизации - поиск такого сочетания  варьируемых параметров при котором объект имеет наилучшие  свойства. Математически задача сводится к поиску минимума или максимума функции одного или нескольких аргументов 
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В многомерном случае аргументы можно рассматривать как координаты точки в n-мерном пространстве, а их совокупность – как радиус-вектор в этом пространстве
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Иными словами, ищется мин/макс скалярной функции векторного аргумента 
[image: image421.wmf])
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, т.е. такое значение вектора 
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, при котором функция 
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 имеет наименьшее или наибольшее значение в области поиска и самое это значение.  Область поиска обычно ограничена, границы интервалов по 
[image: image424.wmf]j
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 далее обозначаются как 
[image: image425.wmf]j
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 (нижняя граница) и 
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 (верхняя граница).

В области поиска целевая функция может не иметь экстремумов, а достигать мин/макс значений на граница; может иметь один или несколько экстремумов.

Поиск минимального или максимального значений аналогичны, одну задачу можно превратить в другую изменив знак функции на противоположный:
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В данной работе сначала изучаются методы поиска минимального или максимального значения  (в дальнейшем тексте обозначается как мин/макс) функции одной переменной 
[image: image428.wmf])
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. Затем изучаются методы поиска мин/макс целевой функции нескольких аргументов 
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2. Методы поиска min/max функции одной переменной

2.1. Параболическая интерполяция

Данный прием имеет вспомогательное значение  и используется в совокупности с некоторыми другими методами для их уточнения. Суть его заключается в том, что функция по трем точкам (x = α, x = β и x = γ) интерполируется квадратичной параболой:
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За точку экстремума принимается координата ее вершины 
[image: image431.wmf]m

x

, которая определяется параметрами A и B:
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Параметры A, B и C находятся из системы уравнений:
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Так как параметр C является лишним, он может быть исключен и число уравнений в системе уменьшено до двух. Это достигается вычитание первого уравнения из второго и второго из третьего:
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Полученная система легко решается методом Крамера.
2.2. Метод прямого перебора

В этом методе интервал поиска 
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 разбивается на n элементарных интервалом с шагом h:
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В каждой точке 
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вычисляется значение 
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 и среди них отыскивается мин/макс значение по алгоритму, аналогичному поиску мин/макс в одномерном массиве.

После завершения цикла будет найдена точка 
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, в которой 
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 имеет наименьшее значение 
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. Для более точного определения положения мин/макс  можно выполнить параболическую интерполяцию функции по этой точке и двум соседним, как описано в п. 2.1.
2.3. Методы трихотомии, Фибоначчи и золотого сечения

В этих методах производится последовательное уменьшение интервала поиска 
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 по двум значениям функции в промежуточных точках 
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Пусть происходит поиск минимума. Если 
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 то это означает, что минимум расположен на интервале 
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 можно исключить, т.е. выполнить присваивание 
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 то минимум расположен на интервале 
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 и исключается  часть интервала 
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, т.е. выполняется присваивание 
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Процедура итерационно повторяется, пока ширина интервала 
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 не станет меньше заданной погрешности 
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Суть различных методов заключается в оптимальном выборе точек  
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 и 
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. Их можно выбирать  равноотстоящими (метод трихотомии):
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При этом на каждом шаге образуются две новые точки, в которых необходимо вычислять значение функции. При быстром счете 
[image: image459.wmf])

x

(

y

это вполне приемлемо. 

Однако, в оптимизационных задачах значения критерия оптимальности 
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 часто получается на основе других сложных расчетов и даже при использовании современных компьютеров может занимать значительное время. Поэтому оптимальными будут являться методы, в которых на каждой итерации вычисляется только одно из значений, а другое берется с предыдущей.

Метод Фибоначчи использует разбиение интервала в пропорции двух соседних чисел Фибоначчи. Эти числа образуют ряд: 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, …

В этом ряду каждое последующее значение равно сумме предыдущих   
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[image: image462.wmf]1

F

F

1

0

=

=

.

В методе Фибоначчи  шаги выполняются в обратной последовательности n-1, n-2, n-3, …, 2.

На k-том шаге интервал делится в пропорции
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где 
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 - длина интервала на этом шаге. При выполнении любого из присваиваний 
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 (см. выше) и выполнении нового разбиения одна из точек "остается на месте" и в ней нет необходимости повторно вычислять значение функции.

После исполнения цикла по k точки 
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), которая и принимается за координату 
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[image: image472.wmf]2

x

, 
[image: image473.wmf]3

2

x

x

=

 и 
[image: image474.wmf]4

x

.

Интересным является случай 
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, хотя при произвольном выборе интервала поиска он маловероятен. В этом слечае рекомендуется начать процесс заново, изменив начальные границы интервала поиска a и b.
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Рис.1. Блок-схема алгоритма метода Фибоначчи. Входными данными алгоритма являются a и b - начальные границы интервала поиска и n - число повторений тела цикла. Выходными данными являются координата мин/макс 
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 и значение функции в ней 
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Метод золотого сечения предполагает деление отрезка в отношении двух соседних чисел Фибоначчи при 
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Эти соотношения образуют известное "золотое сечение". Первоначально значения 
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 и 
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 рассчитываются по формулам:
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Алгоритм строится аналогично алгоритму метода Фибоначчи, только цикл огранизуется с послеусловием или с предусловием до тех пор, пока длина интервала неопределенности не станет меньше заданной погрешности 
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2.4. Метод ньютоновских итераций

Этот метод основан на решении уравнения 
[image: image485.wmf]0

)

x

(

y

=

¢

. Корень этого уравнения соответствует точке экстремума. Выполняя ньютоновские итерации, можно найти либо точку экстремума, либо выйти в точку на границе, где функция имеет мин/макс значение. Если функция имеет несколько экстремумов, то происходит выход на ближайший к нулевому приближению. Метод удобно применять  при наличии готовой программы, реализующий метод Ньютона, например, RootNewton. Подпрограмму-функцию, реализующую левую часть уравнения, необходимо выполнить так, чтобы она вычисляла производную исследуемой функции 
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Рис.2. Блок-схема алгоритма метода золотого сечения. Входными данными алгоритма являются a и b - начальные границы интервала поиска и eps - погрешность поиска. Выходными данными являются координата мин/макс 
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 и значение функции в ней 
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3. Методы поиска min/max функции нескольких переменных

Методы поиска min/max функции нескольких переменных, в зависимости от требований к вычислению производных, можно разделить на:

· методы нулевого порядка, требующие вычисления только самой функции;

· методы первого порядка, требующие вычисления функции и расчета ее первых производных;

· методы второго порядка, требующие вычисления функции, ее первых производных и вторых производных.

Методы более высоких порядков имеют большую эффективность. С ростом числа аргументов поиск усложняется.
3.1. Методы нулевого порядка

К методам нулевого порядка относится метод прямого перебора и метод покоординатного изменения. В обоих методах область поиска разбивается прямоугольной сеткой с шагами 
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 (по каждой координате они могут быть различны, так же как может быть различно число разбиений 
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В методе прямого перебора осуществляется сканирование по всем узлам сетки и поиск мин/макс значения  точно также, как и в одномерном случае.

В методе покоординатного изменения сначала ищется мин/макс при изменении первого аргумента, потом второго, потом третьего и т.д., затем снова изменятся первый, второй – до выхода в точку мин/макс.
3.  Градиентные методы

Градиентные методы используют при поиске мин/макс информацию о градиенте – векторе, указывающем в пространстве 
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 направление ее наибольшего возрастания. Следует двигаться по линии градиента, при поиске максимума по его направлению, при поиске минимума  - против.

Градиент скалярной функции векторного аргумента  
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где 
[image: image497.wmf]i
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 - единичные векторы (орты) координатных осей.

Для вычисления компонентов вектора-градиента обычно используется численное дифференцирование, например, с использованием двухточечной или трехточечной формул:
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Направление градиента образует с осями координат углы:
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 - модуль вектора-градиента:
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Для осуществления движения по направлению градиента следует выполнять шаги 
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, перемещаясь из точки 
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. Чтобы точка оставалась на направлении градиента, необходимо, чтобы вектор 
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 образовывал те же углы с осями координат, что и вектор 
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Удобно, чтобы величина шага 
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 была пропорциональна величине градиента
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В этом случае, при приближении к экстремуму шаги станут автоматически уменьшаться, и в точке экстремума движение остановится.
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При практическом осуществлении алгоритма удобно задавать не 
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, а величину начального шага 
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, т.к. ее удобнее соразмерить с пространством 
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, а величину 
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 вычислять по отношению в начальной точке:
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4.  Методы второго порядка

Методы второго порядка используют информацию о второй производной функции 
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Учитывая, что в точке экстремума
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можно найти искомое значение 
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 как решение системы нелинейных уравнений, например, методом Ньютона с использованием итерационной формулы
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Матрица Якоби системы будет матрица первых производных градиента или, что то же самое, матрица вторых производных функции:
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Для вычисления ее элементов обычно используется численное дифференцирование:
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Статистическая обработка данных

1. Введение

Большинство измеряемых (или, как говорят статистики, наблюдаемых) в физических экспериментах величин имеет случайный характер. Это связано с тем, что на объект и результат измерения влияет бесконечное множество факторов, а экспериментатор обычно может учитывать только основные. При повторении наблюдений в якобы одинаковых условиях получается ряд неповторяющихся значений - выборка из генеральной совокупности (бесконечного множества возможных значений). По данным выборки можно получить важную информацию о наблюдаемой величине.

В лабораторной работе изучаются основные методы и алгоритмы статистической обработки данных.

2. Основные характеристики и параметры распределений случайных величин

Непрерывная случайная величина x характеризуется функцией распределения P(x). Ее статистический смысл заключается в вероятности того события, что в результате  i-того наблюдения 
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 будет иметь значение, меньшее или равное  x:
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Величина P(x) может изменяться от 0 (вероятность невозможного события) до 1 (вероятность достоверного события). Функция 
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. Если функция распределения известна, то вероятность попадания случайной величины x в интервал 
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На практике чаще используют дифференциальную функцию распределения - плотность вероятности
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Она имеет физическую размерность, обратную размерности величины x и также позволяет рассчитывать вероятность попадания случайной величины в интервал 
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Функция 
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 подчиняется условию нормировки: вероятность попадания в интервал всей области определения равна единице:
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(в дальнейших формулах предполагается область определения 
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Интегральными характеристиками распределения случайной величины  являются математическое ожидание или генеральное среднее
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и первые моменты k-того порядка
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и производные от них
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Кроме этого используются характеристики

· мода (
[image: image544.wmf]d
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- значение x, при котором 
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 имеет максимум;

· медиана (m) 
- значение x, делящее площадь под распределением 
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Наиболее распространенным на практике является нормальный или гауссов закон распределения
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с параметрами μ и σ. Для этого закона 
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Другими самыми распространенными распределениями являются

· t-распределение Стьюдента
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где
ν - параметр распределения, называемый числом степеней свободы;
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 распределение Стьюдента переходит в нормальное при μ=0 и σ=1.
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где
ν - параметр распределения - число степеней свободы;

Встречается также F-распределение Фишера
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Параметрами этого распределения являются m и n.

3. Обработка данных выборки

По результатам выборки
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- среднее выборки;
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- дисперсию выборки;
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- асимметрию выборки;
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- эксцесс выборки.


По этим данным можно провести статистические оценки:

· применимости нормального закона распределения для элементов выборки;

· оценку интервала, в котором находится математическое ожидание μ;

· оценку интервала, в котором находится дисперсия 
[image: image567.wmf]2
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Относительно двух последних оценок можно сказать следующее. По данным выборочных наблюдений нельзя точно определить значения параметров распределения μ и 
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, можно только указать интервал, в котором их значения находятся с заданной вероятностью. При попытке устремить эту вероятность к единице интервал становится бесконечно большим; при попытке устремить его к точке вероятность становиться равной нулю.
3.1. Проверка гипотезы о применимости нормального закона распределения

 Наиболее простым способом является проверка с помощью параметров асимметрии А и эксцесса Е. Если выполняются соотношения


[image: image569.wmf])

3

n

)(

1

n

(

)

1

n

(

6

3

A

+

+

-

£

;


[image: image570.wmf]
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где 
n - число наблюдений в выборке, то распределение данных можно считать нормальным. В противном случае гипотезу о нормальном распределении следует отвергнуть или считать сомнительной. Результат имеет доверительную вероятность 
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Для выборки с большим числом наблюдений рекомендуется использовать проверку на основе 
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- критерия  / 1 /. В данной работе она не используется из-за относительной сложности.
3.2. Оценка математического ожидания μ

Проводится с помощью квантиля распределения Стьюдента. Значение μ расположено в интервале вблизи 
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 - квантиль распределения Стьюдента. Его параметрами являются заданная вероятность оценки P и число степеней свободы выборки 
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3.3. Оценка генеральной дисперсии σ2

Обычно проводится двухсторонняя оценка. Она осуществляется с помощью квантилей 
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- распределения Пирсона. Величина 
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 лежит в интервале
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где 
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 - квантили распределения Пирсона (соответственно, меньший и больший по величине), также являющиеся функциями P и ν.
3.4. Расчет квантилей

Для определения квантилей используются готовые статистические таблицы, но их можно сравнительно несложно рассчитать.

В общем случае квантилем ξ случайной величины x с функцией распределения f(x) является корень уравнения
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где 
P - задаваемый уровень вероятности.

Для расчета квантилей необходимо решать нелинейное уравнение, в левую часть которого входит интеграл, который нельзя взять аналитически. В прошлом семестре на лекциях приводился пример разработки программы расчета квантиля нормального распределения с помощью функций RootNewton( ) и SdxSimps( ). Ее текст содержится в прилагаемом файле quannorm.cpp. Эту программу легко можно превратить в программу вычисления квантилей распределения Стьюдента, записав в модуль f соответствующие операторы. 

Относительно квантилей 
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- распределения можно сказать следующее. Их два: меньший 
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 и больший 
[image: image586.wmf]2

2

c

. Квантили должны удовлетворять уравнениям:
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Это - не система, а два независимых уравнения, которые решаются последовательно.
3.5. Проверка корреляции двух выборок

Корреляция означает наличие связи между двумя случайными величинами x и y, которая может быть не явно выражена из-за их разброса. Коэффициент корреляции определяет силу линейной связи между ними и может быть представлен формулой
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 - символ математического ожидания, 
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 - символ дисперсии.

Величина ρ может находится в интервале 
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связь жесткая (детерминированная); при 
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 связь отсутствует. Знак ρ определяет знак коэффициента пропорциональности между x и y.

По результатам двух выборок 
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можно  вычислить выборочный коэффициент корреляции r:


[image: image598.wmf];

S

S

)

1

n

(

)

y

y

)(

x

x

(

r

y

x

n

1

i

i

i

-

-

-

=

å

=


где 


[image: image599.wmf]å

å

=

=

-

-

=

=

n

1

i

2

i

x

n

1

i

i

)

x

x

(

1

n

1

S

;

x

n

1

x

;



[image: image600.wmf]å

å

=

=

-

-

=

=

n

1

i

2

i

y

n

1

i

i

)

y

y

(

1

n

1

S

;

y

n

1

y


Для вероятностной статистической оценки выборочный коэффициент корреляции сравнивается с табличным.
3.6. Сравнение двух дисперсий

Сравнение дисперсий двух выборок 
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 и  
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 производится с помощью критерия Фишера
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Если отношение дисперсий меньше критерия Фишера, то дисперсии статистически неразличимы и могут считаться дисперсиями двух выборок из одной генеральной совокупности.

Данные сравнения дисперсия используются при проверке адекватности математических моделей объектов, построенных на основе исследования их характеристик.

Для вычисления критерия (квантиля распределения Фишера) необходимо решать уравнение:
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где подынтегральная функция представляет собой плотность вероятности распределения Фишера.

4. Генерация случайных величин

В статистических расчетах часто возникает необходимость имитации случайных процессов - генерации случайных величин с заданным законом распределения. Во всех языках программирования есть функция генерации случайных чисел с равномерным законом распределения. В языке С/С++ это функция rand().  Она генерирует целое случайное число в диапазоне 0…
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с равномерным распределением.

Прототип функции rand() находится в заголовочном файле <stdlib.h>.

При каждом исполнении программы функция rand() генерирует одну и ту же псевдослучайную последовательность. Для того чтобы сделать ее действительно случайной, необходимо запустить инициализатор генератора — макропроцедуру randomize(). Она использует в своей работе функцию системного времени time(). Поэтому для ее правильного использования необходимо подключить заголовочный файл <time.h>.

Для превращения целого случайного в вещественное и приведения его к стандартному диапазону (0 … 1) его нужно разделить на константу INT_MAX (деление должно быть вещественное!). Затем осуществляется тот или иной алгоритм получения нормального закона распределения. Одним из самых простых и хороших алгоритмов получения числа z с нормальным законом распределения и параметрами μ = 0 и σ = 1 описывается следующими формулами:
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а  x и y - две независимые случайные величины с равномерным законом распределения на интервале 0 … 1.

Для получения случайной величины с любыми значениями μ  и σ следует выполнить пересчет по формуле:
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Данный алгоритм получения случайного числа реализуется функцией

 RandNorm(), находящейся в файле randnorm.cpp
Работа с комплексными величинами

1. Введение

В практике решения инженерных и научно-технических задач ис​пользование комплексных величин позволяет достичь компактности описания объектов и процессов, а также применить мощный математи​ческий аппарат теории аналитических функций. Так, периодические процессы в электрических и электронных цепях, результаты решения некоторых задач математической физики и многое другое использует комплексные величины. В данной лабораторной работе изучаются ал​горитмы работы с комплексными величинами: простейшие операции, вычисление аналитических функций, решение систем линейных уравне​ний и нелинейных уравнений в комплексной плоскости.

2. Поддержка работы с комплексными величинами в языке C++

В стандартном С нет данных комплексного типа. Однако в С++ имеется библиотечный класс complex, который становится доступным при подключении заголовочного файла <comp​lex.h>. В нем содержатся все необходимые определения и ряд полез​ных функций. После его подключения можно объявлять переменные комплексного типа по следующему образцу:

#include complex.h

void main()

  {

  complex a,b,z;

             …

             }

После объявления комплексных переменных с ними  можно непосредственно выполнять арифметические действия сложения, вычитания, умножения и деления, а также вычислять функции комплексного аргумента. В заголовочном файле complex.h определены следующие основные функции:

 функции преобразования

· complex complex(double a, double b)
- возвращает комплексное число, имеющее вещественную часть  a и мнимую часть b;

· complex polar(double mag, double angle)
- возвращает комплексное число, имеющее модуль mag и значение аргумента angle;

· double abs(complex z) 
– возвращает модуль комплексного числа z;

· double arg(complex z) 
– возвращает главное значение аргумента комплексного числа z в пределах от -( до (;

· double real(complex z)
- возвращает значение вещественной части комплексного числа z;

· double imag(complex z)
- возвращает значение мнимой части комплексного числа z;

· double norm(complex z)
- возвращает значение квадрата модуля комплексного числа z;

трансцендентные функции:

· complex exp(complex z)
- экспонента комплексного аргумента;

· complex log(complex z)
- натуральный логарифм комплексного аргумента;

· complex log10(complex z)
- десятичный логарифм комплексного аргумента;

· complex sqrt(complex z)
- корень квадратный из комплексного аргумента:
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· complex pow(complex x, complex y) - значение 
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тригонометрические функции, прямые и обратные:

· complex sin(complex z);

· complex cos(complex z);

· complex tan(complex z);

· complex asin(complex z);

· complex acos(complex z);

· complex atan(complex z);

гиперболические функции:

· complex sinh(complex z);

· complex cosh(complex z);

· complex tanh(complex z);

Аналитические функции комплексного аргумента могут быть представлены в виде  зависимостей вещественной или мнимой частей, модуля или фазы (аргумента) от точки на комплексной плоскости пространства аргумента. Следовательно, они могут изображаться в виде двух поверхностей с помощью Origin’а. Так, например, для построения графика вещественной части функции sin(z) с помощью WriteSurfaceFunc() может быть использована следующая буферная функция:

#include <complex.h>

double f(double x, double y)

{

    return real(sin(complex(x,y)));

}

3. Матрично-векторные операции с комплексными величинами

Для осуществления векторных и матричных операций необходимо ввести описания соответствующих типов в модуль define.h, например, следующим образом:

#include <complex.h>

…

// комплексный вектор
    
typedef complex cVector[100];

// комплексная матрица
     typedef complex cMatrix[10][10];


…

После этого можно использовать типы cVector и cMatrix для описания соответствующих массивов и программировать любые алгоритмы работы с ними, как это делалось и для вещественных массивов.
4. Решение нелинейных уравнений с комплексными корнями

В общем случае, левая часть уравнения
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представляет собой комплексную величину,  у которой в точке корня должна обратиться в нуль действительная и мнимая части: 
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(2)

Поэтому исходное уравнение превращается в систему двух веществен​ных уравнений относительно вещественных неизвестных x и y, но при вычислении левых частей уравнений используются комплексные вели​чины. Эта система может быть решена методом Ньютона с помощью функции RootSystem().
Другой подход основан на том, что аналитическую функцию мож​но дифференцировать по комплексному аргументу z.  Если 
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Поэтому становится возможным организовать ньютоновские ите​рации по формуле:
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(4)

Существенным моментом для решения таких уравнений является выбор нулевого приближения. Чтобы итерации сходились, нулевое приближение должно быть выбрано достаточно близко от корня. Кроме того, корней может быть несколько. В этом случае может помочь гео​метрическая интерпретация решения с помощью Origin. Если на комп​лексной плоскости X-Y построить линии равного значения веществен​ной и мнимой частей z, равных нулю, то точки их пересечения имеют своими координатами действительные и мнимые части корней.

Во многих задачах физики и техники необходимо найти комп​лексные корни вещественного полинома с вещественными коэффициен​тами:
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(5) 

Они имеют либо равную нулю мнимую часть (т.е.  расположены на оси x),  либо комплексно-сопряженные (т.е.  расположенные симметрично от оси x).

При поиске корней рекомендуется сначала найти вещественные корни полинома, рассматривая z как чисто вещественную величину, а затем и комплексные. Нахождение каждого корня 
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 позволяет пони​зить порядок полинома на единицу путем деления его на 
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но при таком делении коэффициенты полинома становятся комплексны​ми. 
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