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ВВЕДЕНИЕ

Назначение моделирования состоит в опытно-теоретической проверке научно-технических решений. Моделирование является промежуточным звеном, соединяющим теоретические расчеты и материально-техническое воплощение новых конструкторских, технологических и экономических новаций. Оно позволяет относительно небольшими усилиями проверить правильность планируемых высоко-затратных мероприятий. 


Развитие вычислительной техники позволило существенно детализировать существовавшие модели и развить новые направления в моделировании. В настоящее время интенсивно развивается специализированное программное обеспечение для решения задач моделирования в различных прикладных сферах деятельности: электронике, механике, строительстве, экономике и п.т. Получили широкое распространение программы универсального математического моделирования MathCad и MatLab, которые хорошо обеспечивают учебный процесс по многим дисциплинам.


Специфической чертой моделирования для специальностей 210200 и 220200, по мнению авторов, должно являться моделирование информационных потоков от момента их формирования до поступления к потребителю, с учетом накопления, управления, преобразования и транспортирования по каналам связи. Именно поэтому, в пособии основное внимание уделено моделям систем массового обслуживания и методам статистического анализа результатов моделирования.

1.ОСНОВНЫЕ ОПРЕДЕЛЕНИЯ МОДЕЛИРОВАНИЯ

Моделирование - это вид научно-технической деятельности, направленный на определение технических характеристик (ТХ) исследуемой системы или процесса. Эти характеристики необходимы для принятия решения о производстве или применении моделируемой системы или процесса. В зависимости от цели и условий моделирования могут использоваться следующие виды моделей [1,2]:

1. Натурная модель - это физическая реализация системы с некоторыми упрощениями измерения (уменьшение, увеличение, отдельные элементы). Натурная модель оснащается системой измерений.

2. Математическая модель – приближённое описание некоторого класса явлений или объектов внешнего мира, выраженное с помощью математической символики. Математическая модель в зависимости от полноты и точности ее структуры может быть отнесена к одному из следующих подвидов:

· расчетная модель - исчерпывающее математическое описание;

· имитационная модель – существенно приближённое описание, в котором сложные элементы и неизвестные процессы замещены случайными.

3. Экспериментально-теоретическая модель - математическая модель, параметры которой получаются на основе экспериментов с натуральными моделями отдельных элементов.


Подготовка и проведение моделирования требуют оценки и учета следующих характеристик модели:

· стоимость,

· продолжительность создания,

· научно-техническая обеспеченность,

· достоверность (надёжность, точность).

Математическая модель является основным элементом моделирования и в действительности является основой всех видов моделирования. В глобальном подходе математическим моделям присущи специфические этапы существования:

1. Формулировка законов, связывающих основные элементы модели.

2. Решение прямой задачи математического моделирования для прогнозирования поведения объекта моделирования.

3. Решение обратной задачи математического моделирования. Проверка адекватности математической модели. Изучение явлений, недоступных для непосредственного наблюдения.

4. Модернизация модели для построения нового вида математической модели.

Моделирование целесообразно и эффективно при выполнении следующих принципов моделирования:

1. Принцип информационной достаточности.  Недостаток информации об исследуемой системе делает моделирование невозможным или  недостоверным. Полная информация – лишает моделирование смысла.

2. Принцип осуществимости. Модель должна быть создана за ограниченное время и обеспечить достижение цели с заданной вероятностью.

3. Принцип множественности модели. Создаваемая модель должна отражать свойства реальной системы, влияющие на выбранный показатель эффективности. Детализация модели порождает новые модели.

4. Принцип агрегирования. Исследуемая сложная система разбивается на несколько независимых взаимодействующих подсистем, что отражает структуру модели. позволяет гибко перестраивать модель для других задач.

5. Принцип параметризации. Изолированные подсистемы заменяются вектором параметров, что позволяет сократить объём вычислений.

Процесс моделирования имеет следующие этапы:

1. Определение целей моделирования.

2. Разработка концепции, т.е. определение структуры моделируемой системы, свойств ее элементов, выявление причинно-следственных связей.

3. Формализация модели: составление схем, графов, формул.

4. Программная реализация.

5. Планирование модельных экспериментов: перебор управляющих факторов, учет случайных факторов.

6. Реализация плана моделирования.

7. Анализ и интерпретация результатов моделирования.
Реализация плана моделирования сложных технических систем состоит из последовательности одиночных экспериментов, соответствующих одному циклу работы системы. План моделирования предусматривает определенное число повторений таких экспериментов при различных сочетаниях управляющих (целевых) факторов и различных реализациях случайных факторов. Схема модельного эксперимента представлена на рис.1.




Рис.1. Схема модельного эксперимента.

В процессе модельных экспериментов накапливается информация о работе системы управления и состояния объекта в условиях воздействия внешней среды. Последующий статистический анализ результатов моделирования служит основой для принятия обоснованных решений о технических характеристиках исследуемого объекта.

2. АЛГОРИТМЫ ГЕНЕРАЦИИ СЛУЧАЙНЫХ ЧИСЕЛ


В основе алгоритмов генерации случайной последовательности чисел, подчиняющихся равномерному закону распределения, лежит использование  дробной части результатов линейных операций с членами рекуррентной последовательности чисел и иррациональными числами. Простейший алгоритм задается формулой [3]:



,

где 

- начальное значение последовательности, от которой зависит конкретное содержание последовательности и которая задается исследователем.

Чем больше разрядная сетка, используемая для операций вычисления случайных чисел 

, тем длиннее псевдослучайная последовательность. Для ЭМВ, имеющей АЛУ с 40 двоичными разрядами использовали следующее соотношение [3]:



 .

Применение приведенных алгоритмов генерации случайных чисел позволяет использовать для моделирования фиксированный ряд случайных чисел, который не зависит от программного обеспечения и который может легко варьироваться исследователем.

3. МОДЕЛИРОВАНИЕ НЕЗАВИСИМЫХ СОБЫТИЙ. МЕТОД ЖРЕБИЯ

Случайные факторы в моделировании служат средством для замены реальных неизвестных факторов и сложных подсистем. Виды случайных факторов: случайные события, случайные процессы и случайные поля. В данном параграфе рассмотрим моделирование простых событий.

Предполагается наличие источника случайных чисел 

, подчиненных равномерному закону распределения на отрезке [a,b]. Если множество случайных чисел подчинено нормальному закону распределения, то используется обозначение: 

. Генератор случайных чисел для равномерного закона распределения входит в состав стандартных функций большинства языков программирования и математических программ. 

Если задано полное множество независимых событий 

 и соответствующие каждому событию вероятности 

, то генерация последовательности появления этих событий формируется с помощью метода жребия [2]. Для реализации этого метода формируется последовательность чисел: 

, с помощью которой разбивают на отрезки единичный отрезок, как показано на рис.2. Это возможно, так как события независимы, то есть 
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. Метод жребия состоит в том, что генерируется случайное число, принадлежащее отрезку [0,1], и если оно попало в i-тый интервал отрезка, то считается, что произошло событие 

.




Рис.2. Генерация случайного события.

4.МОДЕЛИРОВАНИЕ СЛОЖНЫХ СЛУЧАЙНЫХ СОБЫТИЙ

Случайное событие называется сложным, если оно зависит от двух и более простых событий.

Модель двух независимых событий А и В. 


Считаются заданным вероятности событий 

, 

. Совместное появление событий 

 и 

 может моделироваться с помощью двух случайных чисел 

 путем последовательного применения метода жребия.

Однако, для моделирования события 
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 достаточно использовать одно случайное число, применяя формулу полной вероятности события и метод жребия. Существует четыре варианта совместного появления этих событий, которым соответствуют вероятности:



,



,



,


.

Поскольку сумма этих вероятностей равна 1, то разбив единичный отрезок на четыре части, величины которых равны этим вероятностям, и применив метод жребия для одного случайного числа, получим некоторое случайное сочетание пары событий.

Модель зависимых событий 
[image: image3.wmf]A

 и 
[image: image4.wmf]B

. 


Два события А и В считаются зависимыми, если отлична от нуля условная вероятность появления события В при условии, что имело место событие А: Р(В/А). Для генерации пары зависимых событий необходимо  задать вероятности: 

. Кроме того, необходимо вычислить условную вероятность по формуле Байеса: 



,         

.


Далее, необходимо сгенерировать два случайных числа: 

. Используя эти числа и алгоритм, приведенный на рис.3. получим одно случайное из четырех возможных сочетаний зависимых  событий.




Рис.3. Алгоритм генерации сложного события с использованием
двух случайных чисел.

Однако, приведенную выше задачу можно решить, используя только одно случайное число. Для этого, необходимо предварительно вычислить величины следующих вероятностей:



,





,


.

Сумма вычисленных вероятностей равна 1, следовательно, в данном случае можно применить метод жребия с одним случайным числом 

 и получить одно случайное из четырех возможных сочетаний зависимых  событий, как показано на рис.4.




Рис.4. Алгоритм генерации сложного события с использованием
одного случайного числа.
Распространяя приведенную выше методику, можно генерировать сочетания любого числа зависимых (сложных) событий.

5.НЕЛИНЕЙНОЕ ПРЕОБРАЗОВАНИЕ СЛУЧАЙНЫХ ВЕЛИЧИН. МЕТОД ОБРАЩЕНИЯ


Генерация случайных чисел для произвольных законов распределения осуществляется путем преобразования последовательности случайных чисел, подчиненных равномерному закону распределения, методом обращения. Введем следующие обозначения:  

 - независимая случайная величина; 

 - случайная величина, зависящая от случайной величины 

; 

 - монотонная возрастающая функция, имеющая обратную функцию 

; 

 - известная плотность вероятности случайной величины 

.

Требуется определить: 

 - плотность вероятности случайной величины Y. Функция распределения случайной величины 

определяется следующим образом: 



.

Дифференцируя полученное выражение, получаем искомую плотность вероятности: 



.

Абсолютная величина производной в полученной формуле позволяет применять формулу и для монотонно убывающих функций 

.

Закон обращения основывается на полученных соотношениях и выражается следующим уравнением:



.

Таким образом, для определения очередного значения обращенной случайной величины необходимо решить полученное уравнение относительно величины 

, где 

- известное значение исходной, случайной величины, обычно, подчиняющейся равномерному закону распределения.

Случайные числа со стандартным нормальным распределением могут быть получены с помощью формул [3]:



,



.

6.МОДЕЛИРОВАНИЕ ДВУМЕРНЫХ СЛУЧАЙНЫХ ПОЛЕЙ
Алгоритмы решения задач моделирования часто требуют наличия случайных полей. В случае одного измерения, случайное поле соответствует случайному процессу, имеющему в качестве аргумента время. В случае двух измерений, случайное поле интерпретируют как некоторый рельеф, карту или изображение. Трехмерные поля используют для моделирования температурных или электромагнитных полей.

Характеристики случайных полей:



-математическое ожидание,



-дисперсия,



-ковариация,



-корреляция.

Поле называется однородным в широком смысле, если выполняются условия: 


, 


. 

Параметрическая модель случайного поля [4]:


,



.

Данное поле имеет математическое ожидание 
[image: image5.wmf]x
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 и среднее квадратичное 
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. Множество 
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 генерируется по заданным законам распределения, которые определяют корреляционные свойства поля. Моделирование соответствует сложению пространственных гармоник, имеющих различные частоты и направления распространения. Пример двумерного, случайного поля приведен на рис.5.







Рис.5. Пример генерации случайного поля.

7.ЭЛЕМЕНТЫ СИСТЕМ МАССОВОГО ОБСЛУЖИВАНИЯ


Системы массового обслуживания (СМО) - это обобщенное название  объектов определенной структуры, имеющих заданные связи и взаимодействующие ("обслуживающие") с неограниченным числом перемещаемых особых объектов, называемых "требованиями" или "заявками" [5]. В качестве типичного примера СМО принято рассматривать телефонную сеть, имеющей в качестве связанных элементов структуры - коммутаторы, а в качестве требований - телефонные вызовы. Более современный пример - сеть ЭВМ, для обмена пакетами информации. Структура простейшей СМО и пример более сложной структуры приведены на рис.6.








Рис.6. Структура простейшей и более сложной СМО.

Основные элементы СМО: Р- входной поток требований, d1 - очередь (накопитель) поступающих требований, Z1 – обслуживающая система, Q – поток обслуженных требований, R1 - элемент деления потока требований, R2 - элемент организации обратного потока требований. Процесс обслуживания каждого i-того требования в простейшей СМО характеризуется следующими моментами времени: 

 - время прибытия, 

 - начало обслуживания, 

 - время конца обслуживания.

Входной поток требований P задаётся вектором 

, компонентами которого являются  интервалы между поступающими заявками. Каждому поступившему требованию соответствует некоторая длительность его пребывания в очереди 

 и длительность обслуживания 

, которые образуют соответственно вектора 

 и 

. Перечисленные параметры описывают процесс прохождения требования через два уровня СМО, что иллюстрирует диаграмма на рис.7.




Рис.7. Диаграмма процесса работы простейшей СМО.
Время прибытия 

 требования равно: 



.

Время конца обслуживания 

 требования определяется выражением: 




Для индикации факта нахождения 

 требования в СМО используется функция присутствия требования к системе:

 

, 

где t – текущее непрерывное время.

Количество требований в системе в момент времени t определяется следующим образом:



.
Дисциплина СМО - это порядок принятия заявок в очередь или к обслуживанию.

СМО является системой с отказами, если в ней существуют очереди с ограниченным временем пребывания заявки. После истечения допустимого интервала заявки могут исчезать из системы или возвращаться к её входному потоку. Возможные правила дисциплин:

1. Линии занимаются в порядке прибытия заявок.

2. Заявки извлекаются из очереди в произвольном порядке.

3. Заявки применяются к обслуживанию по минимальному остатку длительности ожидания.

4. Заявки принимаются к обслуживанию, по какому-либо вторичному признаку заявки.

8.ОБОЗНАЧЕНИЯ И ОСНОВНЫЕ СООТНОШЕНИЯ СМО

Моменты поступления требований и длительности их обслуживания - случайные величины. Если законы распределения этих случайных величин известны, то используется следующая система обозначений простейших СМО:

A/B/m/K/M,

где А - тип закона распределения интервалов между соседними требованиями, 

В - тип закона распределения длительности обслуживания требований, 

m - количество однотипных параллельных обслуживающих систем, 

К - емкость накопителя (очереди), 

М - мощность источника требований (количество телефонных аппаратов, подключенных к коммутатору).


Обозначение типов законов распределения:


 - показательное распределение: 

,



 - распределение Эрланга,



- гипергеометрическое распределение,



 - равномерное распределение,



 - произвольное распределение.


Основные соотношения теории СМО:



 - где 

 - коэффициент использования СМО, 

 - средняя скорость поступления требований, 

 - среднее время обслуживания.



 - коэффициент использования СМО, состоящей из 

 приборов.



 - условия стабильности работы СМО.



 - среднее время пребывания требования в системе, W – среднее время пребывания в очереди.



 - формула Литтла, 

 - среднее число требований в системе.



 - средняя длина очереди.

9. СИСТЕМА ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ, ОПИСЫВАЮЩИХ РАБОТУ СМО

Каждому состоянию СМО можно сопоставить определенный номер, который соответствует количеству требований, находящихся в системе. Для многих практических интерпретаций СМО целесообразно предполагать, что смена состояний допустима только путем перехода в одно из соседних состояний. Такое предположение соответствует требованию, что в течение короткого интервала времени может поступить или быть обслуженным только одно требование.  Диаграмма переходов СМО между различными состояниями приведена на рис.8, где: n-номер состояния.



Рис.8. Диаграмма состояний СМО.

Такая система характеризуется следующими параметрами:


[image: image8.wmf]n

l

-интенсивность поступления требований в СМО,

[image: image9.wmf]n

m

-интенсивность обслуживания поступивших в СМО требований.


Так как временные интервалы между поступающими требованиями и длительности обслуживания требований считаются случайными величинами, то и состояния СМО принято характеризовать вероятностным параметром: 

-вероятность того, что СМО в момент времени t находится в состоянии n. Система дифференциальных уравнений, описывающая данный процесс, имеет следующий вид:



 .

(1)

Интерпретируется данная система следующим образом: скорость изменения вероятности n-го состояния равна разности вероятности возникновения этого состояния и вероятности покидания этого состояния (элементы уравнения со знаком минус). 

Получена бесконечная система дифференциальных уравнений. Система соответствует простейшей цепи Маркова.

10.ПРОЦЕСС ЧИСТОГО РАЗМНОЖЕНИЯ


Система дифференциальных уравнений, полученная в предыдущем параграфе, имеет биологическое приложение для описания процессов размножения и гибели элементов популяции организмов. Если параметр 

, то такому случаю соответствует факт отсутствия обслуживания требований, то есть процесс чистого размножения. В этом случае система дифференциальных уравнений приобретает следующий вид и легко решается:




Система решается рекуррентной процедурой, начиная с нулевого неизвестного. Вероятность "опустошенности" 

 определяется непосредственно из второго уравнения приведенной выше системы уравнений и имеет вид:



 - что проверяется непосредственной подстановкой в уравнение. Далее можно получить вероятность нахождения в системе только одного требования из уравнения, полученного подстановкой в следующее уравнение значения вероятности опустошенности системы: 

. Решение этого уравнения имеет вид: 

.

Общее решение системы является распределением Пуассона и имеет следующий вид: 

. 

-математическое ожидание, 

-дисперсия распределения Пуассона. 

Пуассоновский процесс - это процесс, для которого время появления требований с интенсивностью 
[image: image10.wmf]l

 в интервале времени (0 - t) подчинена закону Пуассона.

Распределение Пуассона хорошо моделирует естественные и производственные процессы, вызовы на телефонные станции, интенсивность потоков в цепях.

11.СИСТЕМА M/M/1 В НЕСТАЦИОНАРНОМ РЕЖИМЕ

Система M/M/1 имеет в своем составе один обслуживающий прибор, а накопитель очереди и мощность нагрузки не имеют ограничений. Из этого следует, что данная система имеет бесконечное число возможных состояний. Величины временных интервалов между требованиями и длительности обслуживания имеют экспоненциальное распределение. Для упрощения соотношений с целью получения свернутых аналитических выражений обычно полагают: 
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. Соответствующая диаграмма состояний системы приведена на рис.9. 




Рис.9. Диаграмма состояний системы M/M/1.

Система дифференциальных уравнений для данной СМО имеет вид:



 .

Система решается методом производящих функций. Система имеет точное аналитическое решение, выражающееся через функции Бесселя:




где 
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-интенсивность нагрузки, 
[image: image13.wmf]2

1

2

p

a

×

×

=

m

.


Полученное выражение позволяет анализировать воздействие на СМО различных возмущений, в том числе особенности протекания переходных процессов.

12.ОБЩЕЕ РЕШЕНИЕ ДЛЯ СТАЦИОНАРНОГО РЕЖИМА

Стационарный режим СМО - это режим работы системы, при котором ее вероятностные характеристики постоянны во времени, то есть 

и 

. Диаграммы состояний СМО в стационарном режиме такая же, как и в общем случае (рис.8). Система дифференциальных уравнений для стационарного процесса получается из общей системы уравнений (1) и имеет вид:



 

(2)

где: 

-вероятность 

 состояния, 

-вероятность опустошенности системы.  


Полученная система уравнений имеет рекурсивный тип и ее решение находят последовательно, начиная с состояния опустошенности:



,



.

(3)

Определение вероятности опустошенности осуществляется на основе свойства полноты множества событий: 

. Таким образом, эта величина равна: 

.

13.СТАЦИОНАРНЫЙ РЕЖИМ ДЛЯ СМО М/М/1

Система имеет один обслуживающий прибор и неограниченные по величине  накопитель и мощность нагрузки. Параметры системы: 
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. Обслуживание требований осуществляется в порядке их поступления.




Рис.10. Диаграмма состояний системы М/М/1.

Вероятность наличия в системе n требований равна:



, где 

.
Отношение интенсивности поступления требований к интенсивности их обслуживания в СМО называется коэффициентом использования: 

. Система устойчива, если 

.

Среднее количество требований в системе:

 

.


Дисперсия числа требований в системе:



.


Среднее время пребывания требования в системе: 

.

14.СТАЦИОНАРНЫЙ РЕЖИМ ДЛЯ СМО М/М/
[image: image15.wmf]¥


В системе бесконечное количество приборов, т.е. каждое требование начинает немедленно обслуживаться. Параметры системы: 

. Диаграмма состояния системы: 




Рис.11. Диаграмма состояний системы с бесконечным количеством приборов.
Вероятность пребывания в системе 
[image: image16.wmf]k

 требований равно: 

.

Среднее количество требований в системе 

.

15.ПЕРЕПОЛНЯЮЩИЕ ВЫХОДНЫЕ ПОТОКИ

Для некоторых систем интенсивность поступления требований уменьшается по мере занятости СМО из-за того, что ослабевает мощность источника требований. Один из вариантов такой системы имеет следующие параметры:

 , где n - номер состояния СМО.




Рис.12. Диаграмма состояний системы
с переполняющими входными потоками.

Используя формулы (3) и значения параметров СМО, получаем следующие значения вероятностных параметров системы:



,  

,



 - функция распределения Пуассона.

Коэффициент использования СМО в этом режиме равен: 



.

Число требований, находящихся в системе с переполняющими выходными потоками, соответствует распределению Пуассона. 

Среднее количество требований в системе: 

.

Среднее время пребывания требования в системе: 

.

Система устойчива, то есть ее очередь имеет ограниченную длину, если  

.

16.СТАЦИОНАРНЫЙ РЕЖИМ ДЛЯ СМО М/М/m БЕЗ ПОТЕРЬ

Система состоит из m обслуживающих приборов; следовательно, производительность СМО будет расти за счет задействования резервных приборов до тех пор, пока все приборы системы не окажутся занятыми. После исчерпания резерва требования будут накапливаться в очереди, то есть они не окажутся потерянными. Такая СМО может иметь следующие свойства по отношению к  входному и выходному потокам: 
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. Диаграмма состояний системы приведена на рис.13.




Рис.13. Диаграмма состояний системы М/М/m без потерь.

Вероятность нахождения системы в k-том состоянии равна:



, если 
[image: image18.wmf]m

k

<

, 



, если 

.

Вероятность опустошенности СМО равна:




Вероятность того, что очередное поступающее требование окажется в очереди равна: 

. Полученная функция называется функцией Эрланга.

17.СТАЦИОНАРНЫЙ РЕЖИМ ДЛЯ СМО М/М/m С ПОТЕРЯМИ

Система состоит из m обслуживающих приборов, следовательно, производительность СМО будет расти за счет задействования резервных приборов до тех пор, пока все приборы системы не окажутся занятыми. После исчерпания резерва поступающие требования будут получать "отказ" и безвозвратно теряться, то есть данная система не имеет накопителя для создания очереди. Такая СМО может иметь следующие свойства по отношению к  входному и выходному потокам: 

. Диаграмма состояний системы приведена на рис.14.




Рис.14. Диаграмма состояний системы М/М/m с потерями.


Вероятность пребывания системы в n-м состоянии равна:


,
где
 

.

Рассматриваемая система характеризуется специальным параметром, который называется вероятностью полной занятости:



. 


Эта формула также называется формулой потерь Эрланга. 

Система всегда устойчива. 

18.СТАЦИОНАРНЫЙ РЕЖИМ ДЛЯ СМО М/М/1/K

Система состоит из одного обслуживающего аппарата и накопителя длинной К. Требования, получившие отказ, считаются потерянными. Параметры системы: 

. Диаграмма приведена на рис.15.




Рис.15. Диаграмма состояний системы М/М/1/К.

Вероятность пребывания системы в n-м состоянии равна:


,
 где
 

.

Система всегда устойчива.

19.СТАЦИОНАРНЫЙ РЕЖИМ ДЛЯ СМО М/М/1//M

Система имеет один обслуживающий прибор, конечное число источников нагрузки и неограниченную емкость очереди. Конечное число источников нагрузки можно интерпретировать как конечное число телефонных аппаратов, подключенных к одному общему коммутатору, причем, чем больше абонентов в данный момент разговаривают по телефону, тем меньше вероятность того, что поступит новый запрос на соединение. Параметры системы: 
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. Диаграмма состояний системы имеет вид:



 

Рис.16. Диаграмма состояний системы М/М/1//M.

Вероятность пребывания системы в n-м состоянии равна:



,
где 

.
Система всегда устойчива.

20.СТАЦИОНАРНЫЙ РЕЖИМ ДЛЯ СМО М/М///M

Система имеет конечное число источников нагрузки и неограниченные емкость очереди и количество обслуживающих приборов. Параметры системы: 

.  Диаграмма состояний системы имеет вид:



 

Рис.17. Диаграмма состояний системы М/М///M.


Вероятность пребывания системы в n-м состоянии равна:



 ,

где  

 - количество сочетаний из M по n, 
вероятность опустошенности системы:



.

Среднее количество требований в системе: 

.

21.СТАЦИОНАРНЫЙ РЕЖИМ ДЛЯ СМО М/М/m/K/M

Система имеет m обслуживающих приборов, способна накапливать до К требований и мощность нагрузки равна М. Предполагается, что между этими параметрами справедливо следующее соотношение: 

.

Параметры системы: 

.
Диаграмма системы имеет следующий вид:




Рис.18. Диаграмма состояний системы М/М/m/K/M.

В области 

 вероятность n-го состояния выражается зависимостью: 

, а в области 

 выражается  так:

. Система всегда устойчива.

22. ПРИМЕР МОДЕЛИ ТЕХНОЛОГИЧЕСКОГО ПРОЦЕССА НА ОСНОВЕ СМО


Рассмотрим пример модели предприятия на основе элементов СМО. Будем считать, что предприятие производит электронные приборы из получаемых от поставщиков комплектующих двух видов. Будем полагать, что накопители очереди соответствуют складским элементам производства, а обслуживающие элементы - производственным участкам. Введем следующие обозначения: 

 - поток закупаемых микросхем, 

 - поток закупаемых  электромеханических компонентов, 

 - участок программирования микросхем, 

 - участок сборки, 

 - участок контроля, 

 - участок реализации, 

-поток забракованных изделий, 

- склад готовой продукции.




Рис.19. Пример модели технологического процесса на основе СМО.


Зная параметры потоков P и Q, с помощью данной модели можно оценить нагрузку на производственные участки и складские элементы, предвидеть возможность затоваривания или недостатка продукции.

23. АППРОКСИМАЦИЯ В ЗАДАЧАХ МОДЕЛИРОВАНИЯ

Аппроксимация – это замена одних математических объектов другими, которые в определённом смысле близки к исходным и более просты и удобны. Исходными данными для аппроксимации в задачах моделирования могут являться эмпирические данные или результаты предварительного моделирования отдельных наиболее сложных элементов модели. Кроме того, часто практикуется замена точных сложных моделей на приближенные, но значительно более простые соотношения с целью сокращения времени моделирования.

Наиболее часто исходными данными для аппроксимации является множество табличных данных, которые называют  узловыми точками: 



.

Виды аппроксимации:

1. Интерполяция – аппроксимирующая функция должна проходить через все узловые точки. Цель – получение значений в промежутках между узловыми точками. Пример изображен на рис.20.

2. Регрессия – аппроксимирующая функция минимизирует расстояние между аппроксимирующей функцией и узловыми точками по определённому критерию (и проходить через узловые функции не обязана). Пример изображен на рис.21.

3. Экстраполяция – получение значений аппроксимируемой функции за пределами интервала, в котором заданы узловые точки. Для рис.20 и 21 отрезок 

 следует считать участком экстраполяции имеющихся данных.





 EMBED PBrush  

Рис.20. Интерполяция данных. 


Рис.21. Регрессия данных.

Для оценки точности аппроксимации в одной точке используется величина разности между известным значением 

 и полученным в результате аппроксимации 

, которая называется невязкой:



 .

Оценка точности для всего участка аппроксимации проводится на основе интегральной величины: меры близости, способы вычисления которой зависят от характера решаемой задачи. Наиболее часто используют следующие меры:

1. 

- абсолютная мера, 
2. 

 - усредненная мера,
3. 

 – средняя квадратичная мера близости. 

Типичные аппроксимирующие функции:

1. Многочлены: 
[image: image20.wmf]å

=

×

=

n

i

i

i

x

a

x

g

0

)

(

.

2. Полиномы: 
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, где множество функций 

должно  обладать свойствами ортогональности. Например, тригонометрические, гиперболические или эллиптические функции.

3. Рациональные дроби: g(x)=P(x)/Q(x), где P(х) и Q(х) - многочлены.

24.ТЕОРЕМЫ ОБ АППРОКСИМАЦИИ МНОГОЧЛЕНАМИ

Теорема 1.
Если функция 

 непрерывна на отрезке 
[image: image22.wmf][

]

b

a

,

, то для любого 

 существует многочлен 

 степени 

, абсолютное отклонение которого от функции 

 на отрезке 
[image: image23.wmf][

]
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 меньше 

, то есть 

.

Теорема устанавливает факт достижимости любой точности с помощью многочлена. Обеспечение высокой степени точности требует соответствующей  степени полинома. Если аппроксимируется множество узловых точек с несовпадающими абсциссами и степень полинома равна числу точек, то отклонение равно нулю. 

Теорема 2:

Для любой функции f(x), непрерывной на замкнутом ограниченном множестве 
[image: image24.wmf]G

, и любого натурального числа m существует многочлен g(x) степени не выше m, абсолютное отклонение которого от функции 
[image: image25.wmf])

(

x

f

 минимально,  причем такой многочлен единственный. 

Теорема о существовании и единственности оптимального по точности аппроксимирующего многочлена позволяет обоснованно использовать многочлены для решения задач аппроксимации.

25.ИНТЕРПОЛЯЦИЯ СПЛАЙНАМИ

Кубический сплайн - это математическая модель гибкого тонкого стержня. Стержень закреплён в двух точках с заданными углами наклона. Приобретаемая стержнем форма соответствует минимуму потенциальной энергии. Уравнение равновесия стержня. 

. Решением уравнения является кубический многочлен. 

Аппроксимация сплайнами позволяет для заданного множества узловых точек 

 построить сопряженную систему кубических многочленов. В промежутках между каждой парой узловых точек 

 строится своя интерполяционная функция 

, которая является многочленом третьей степени: 



.

(4)

Результат аппроксимации сплайнами показан на рис.19.




Рис.22. Интерполяция сплайнами.

Задача интерполяции сплайнами состоит в определении коэффициентов 

 по координатам узловых точек. 

 - общее количество неизвестных коэффициентов. В узловых точках функция 

 должна удовлетворять следующим условиям:



,




(5)



,

(6)

где 

 - интервал между смежными узлами. Общее количество уравнений (5) и (6) равно 

. 

Первая и вторая производные сплайнов в узловых точках должны быть непрерывны, поэтому справедлива система из 
[image: image26.wmf]2
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 соответствующих уравнений:



,



(7)



,


(8)

где


,



.






Преобразование уравнений (7) и (8) приводит их к следующему виду:



,

 (9)



.



(10)

Два последних уравнения, обеспечивающих равенство числа неизвестных и числа уравнений, определяются неоднозначно. Наиболее часто используются следующие условия:



, 


.

Преобразование этих уравнений дает следующее:



,


.



(11)

Уравнения (5,6,9-11) образуют полную систему, матрица которой может быть приведена к трехдиагональному виду, что обеспечивает быстрое и корректное решение, несмотря на большую размерность системы. Следует отметить, что данный метод не гарантирует хорошей точности, если функция резко изменяется за 1 шаг сетки.

26. ИНТЕРПОЛЯЦИЯ ЛАГРАНЖА

Данная интерполяция является глобальной, то есть строится один многочлен для всех узлов отрезка аппроксимации. Интерполяционный многочлен имеет вид:
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В узловых точках 

 должно выполняться условие: 

. Система линейных уравнений относительно неизвестных 
[image: image28.wmf]{
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 имеет единственное решение в том случае, если нет совпадений узлов по координате x. Интерполяционный полином Лагранжа представляют в виде линейной комбинации многочленов 

:



,

Полиномы 

 обращаются в ноль во всех узловых точках за исключением i-ой точки, где 

. Такие полиномы строятся следующим образом:


.

Теорема: многочлен Лагранжа - единственный многочлен степени 

, принимающий в узловых точках заданные значения.


Главным положительным качеством многочлена Лагранжа можно считать простоту алгоритма его построения; однако, это достигается за счет относительно большого объема вычислений коэффициентов этого многочлена.

27. ИНТЕРПОЛЯЦИОННЫЙ МНОГОЧЛЕН НЬЮТОНА

Если расположение узловых точек по оси 

 является равномерным с шагом 
[image: image29.wmf]h

, то используют интерполяционный многочлен Ньютона, который имеет вид: 


.

Коэффициенты полинома определяют из условия 

:



,


,
...,


.
Формула удобна при реализации методов численного интегрирования и дифференцирования. Интерполяционные многочлены Ньютона и Лежандра отличаются способом вычисления, но дают тождественные формулы.

28. ЛОКАЛЬНОЕ СГЛАЖИВАНИЕ ДАННЫХ

Сглаживание – одна из форм регрессии, которая заменяет вектор исходных значений ординат {

} узловых точек на вектор ординат {

} сглаженных значений. Сглаживание применяют в случаях, когда исходные данные содержат случайные ошибки, для получения более плавных зависимостей. В большинстве случаев считается, что узлы расположены с равномерным шагом по оси x. Для нахождения сглаженного значения по обе стороны от узла выбирают k (k - четное число) соседних значений: 

, и строится многочлен степени m методом наименьших квадратов (

).
Рассмотрим несколько примеров сглаживающих функций:

если 

, 

, то 

,

если 

, 

, то 

,

если 

, 

, то 

.


Сглаживание крайних точек интервала либо не проводится, либо задаётся специальным правилом, так как возникает "краевой эффект", состоящий в том, что указанные соотношения для сглаживания не могут применяться к k крайним точкам интервала.

29. МЕТОД НАИМЕНЬШИХ КВАДРАТОВ

Требование равенства аппроксимирующей функции к эмпирическим значениям оправдано лишь в случае высокой достоверности и точности исходных данных. В таких случаях аппроксимирующая функция должна опираться на усредненные данные и не обязана точно совпадать с ними. 

Предполагается, что вид аппроксимирующей функции известен: 

,

где 

 - вектор параметров, которые необходимо определить.


Введем следующие обозначения:



 - множество заданных узловых точек, 

 - невязка, 



 – целевая функция, которая минимизируется, n=N-1.

Требуется найти такие значения вектора параметров 

, которые обеспечивают минимальные величины 
[image: image30.wmf]E

. Условие минимума целевой функции имеет вид системы уравнений: 
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Если в качестве функции 

 задан многочлен 

, то и система уравнений будет иметь вид:




Собирая коэффициент при неизвестных компонентах 

, можно получить:




Получена система линейных уравнений для 
[image: image32.wmf]1
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 неизвестного.

В матричном виде система имеет вид:


, 

где 

 
и 


.
Решение системы имеет вид: 
[image: image33.wmf]B
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Метод наименьших квадратов позволяет получить решение, если 
[image: image34.wmf]n
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. Метод применяется для обработки серий повторяющихся экспериментов. В теории вероятности доказывается, что полученным методом значения вектора параметров 

 наиболее вероятны, если значения невязок 

 подчиняются нормальному закону распределения. 

30. ОПИСАНИЕ ПАРАЛЛЕЛЬНЫХ ПРОЦЕССОВ. СЕТИ ПЕТРИ

Обычные схемы алгоритмов не приспособлены для наглядного описания и представления параллельных процессов. Для решения задач формализации дискретных параллельных процессов были разработаны специальные сетевые модели и, в первую очередь, сети Петри (1960г, C. Petry). Этап алгоритмизации модели реализуется с наибольшим успехом, если модель можно представить достаточно наглядно и формально.

Сети Петри - это математическая модель дискретных динамических систем, ориентированных на качественный анализ и синтез системы. Сети Петри хорошо описывают параллельные процессы.

Элементы сети Петри:

1. Вершины:

a) позиции “O” - условное возникновение событий;

b) переходы “|” - сами события.

2. Дуги - связывающие разнотипные вершины.

3. Фишки (метки) - объект представления динамического процесса. 

Активный переход - в каждой входной позиции есть хотя бы одна фишка.

Разметка сети - это конфигурация расположения фишек в сети.

Аналитическая форма сети Пети представляется  в виде вектора:

 

, 

где 

 - множество позиций, 

 - множество переходов, 



 - множество входов, 

 - множество выходов, M - разметка сети.

Условие срабатывания перехода 

: 

 

. 

Это условие означает, что во всех входных позициях перехода 
[image: image35.wmf]j

d

 находится хотя бы по одной фишке. Срабатывание перехода 
[image: image36.wmf]j
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 изменяет разметку сети следующим образом:
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При срабатывании перехода: изымают по одной фишке из всех его входных позиций и добавляют по одной фишке во все его выходные позиции. В позициях может накапливаться несколько фишек. 

Пример срабатывания переходов и перемещений фишек приведен на рис.20.




Рис.23. Две фазы состояний сети Петри.

Основные направления анализа сетей Петри:

1. Проблема достижимости – требуется определить, возникла ли разметка 
[image: image38.wmf]М

¢

 при работе сети при начальной разметке 
[image: image39.wmf]0

М

.

2. Свойство живости – выявление элементов, где не появляются фишки при заданной начальной разметке 
[image: image40.wmf]0

М

.

3. Безопасность сети – исследование возможности появления более одной фишки в позиции для заданной начальной разметки 
[image: image41.wmf]0

М

.

Формально сети Петри определяются двумя матрицами: матрицей входов и матрицей выходов.

31. МОДЕЛЬ ЭПИДЕМИИ


Рассмотрим пример математической модели развития эпидемии. Введем следующие обозначения:

I - количество инфицированных животных,

S - количество восприимчивых животных,

D - количество умерших животных,

R - количество выживших животных.


Процесс протекания эпидемии начинается из-за попадания в стадо инфицированных животных, что отображается в виде начальных условий для решения следующей системы рекуррентной системы уравнений:




где i - номер дня протекания эпидемии.


Векторная форма начальных условий и системы уравнений:



,



.

Результат решения приведен в виде графика на рис.24.
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Рис.24. Процесс протекания эпидемии.

32. МОДЕЛЬ СОЦИАЛЬНЫХ ОТНОШЕНИЙ


Рассмотрим модель социальных (этнических, экономических и т.п.) отношений. Эта модель позволяет проанализировать процесс появления, развития и управления различных социальных отношений. Построение модели основано на установлении аналитических соотношений для численности различных социальных групп. Общество делится на группы по некоторому признаку, например, по отношению к какой-то социальной идее: восприимчивых, поддерживающих и  разочарованных. Введем следующие обозначения:



 - матрица социальных отношений,



 и 

 - номера социальных групп,



 - самооценка 

-той социальной группы,



 - это оценка 

 -той группой достоинств 

 группы,



 - социоцентризм,



 - степень сходства взаимных оценок.

Система дифференциальных уравнений, определяющих социальные соотношения, имеет следующий вид:



,

где: 

 - фаза восприимчивости социальных идей (численность подгруппы),



-фаза поддержки социальной идеи,



-фаза разочарования,






 - коэффициенты чувствительности,



 - скорость распространения социальной идеи (скорость заражения),



 – поток несогласных с социальной идеей,



 – поток разочарованных.

Система решается исходя из начальных значений социальных групп. Отношения между социальными группами учитываются путём увеличения количества уравнений системы в два и более раз. Производная по времени заменяется разностью: 

, а шаг интегрирования уравнения выбирается равным 

.
Типичный вариант решения системы дифференциальных уравнений приведен на рис.25.




Рис.25. Процесс развития социальных отношений.
Можно получить три вида качественно отличающихся решений:

1. Сохранение интегральной связи между группами, после возникновения кратковременной конфликтной ситуации.

2. Нарушение интегральных связей с периодически повторяющимися конфликтами между группами (рис.25). 

3. Снижение уровня интегральных связей в течение большого промежутка времени без повторных конфликтов.

Модель позволяет учитывать финансовое управление процессом социальных отношений. Для этого необходимо полагать: 

, где 

 - объём финансирования. Можно доказать, что 

, то есть самооценка пропорциональна квадрату вложенных на развитие идеи затрат. Именно эта величина существенно влияет на качественный характер развития рассматриваемой социальной идеи.

33. ТОЧЕЧНОЕ И ДОВЕРИТЕЛЬНОЕ ОЦЕНИВАНИЕ ПАРАМЕТРОВ РАСПРЕДЕЛЕНИЯ 

Оценка – значение исследуемого параметра, вычисленная по выборке. Оценка является случайной величиной, так как она вычисляется по выборке, объединяющей случайные результаты измерений. Свойства оценок определяются видом закона распределения исследуемой генеральной совокупности. Каждая оценка соответствует определенному параметру генеральной совокупности. Наиболее часто оценивают следующие параметры:

	
[image: image43.wmf]x
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- математическое ожидание генеральной совокупности;
	
[image: image44.wmf]x

 - оценка математического ожидания;

	
[image: image45.wmf]2

x

s

 - дисперсия генеральной совокупности;
	
[image: image46.wmf]2

x

s

 - оценка дисперсии.


Существует два вида оценок: точечные и интервальные. Точечные оценки математического ожидания и дисперсии имеют вид:


[image: image47.wmf]å

=

=

N

1

i

i

x

N

1

x

;

[image: image48.wmf]å

=

-

-

=

N

1

i

2

i

2

x

)

x

x

(

1

N

1

s

.

Коэффициент корреляции между двумя выборками вычисляют по формуле: 
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Точечные оценки менее информативны, чем интервальные. Например, точечная оценка не дает информации о степени близости оценки 
[image: image50.wmf]x

 к соответствующему параметру 
[image: image51.wmf]x

m

.

Интервальное оценивание имеет целью построение интервалов, в которых с заданной степенью достоверности должны оказаться оцениваемые параметры. Такой вид оценки требует задания  величины особого вероятностного параметра – доверительной вероятности – р. Этот параметр рекомендуется задавать из стандартного ряда: 0.8, 0.9, 0.95, 0.98, 0.99, 0.995. Границы доверительного интервала определяют из следующего соотношения: 
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- нижняя и верхняя границы доверительного интервала, 
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- оцениваемый параметр. Оценка называется двухсторонней, если рассчитываются две границы, или односторонней, если рассчитывается одна граница, а вторая – считается бесконечной. Значения границ рассчитывают на основе величины доверительной вероятности или уровня значимости: q=1-p.

Интервальные оценки математического ожидания и дисперсии для нормальных генеральных совокупностей оценивают на основе следующих соотношений:
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где 
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, - квантили стандартного нормального, Стьюдента и хи-квадрат распределений соответственно, 
[image: image61.wmf]p

1

q

-

=

, 
[image: image62.wmf]2

q

=

a

, 
[image: image63.wmf]1

N

-

=

n

, 
[image: image64.wmf]p

-доверительная вероятность. Если необходима односторонняя оценка, то приведенные двойные неравенства преобразуются в односторонние неравенства, а параметр 
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. Геометрическая интерпретация процесса расчета величины симметричного доверительного интервала приведена на рис.26.
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Рис.26. Расчет величины доверительного интервала.


Свойства доверительного интервала:

· Увеличение доверительной вероятности p приводит к увеличению доверительного интервала 
[image: image67.wmf]]
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, при постоянстве прочих параметров.

· Увеличение количества опытов N сужает доверительный интервал 
[image: image68.wmf]]
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, при постоянстве прочих параметров.

· Двойственность трактовки доверительного интервала: 
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, где 
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 – вероятность того, что точное значение оцениваемого параметра 
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 будет накрыто доверительным интервалом, 
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- вероятность того, что случайная оценка 
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 попадет в заданный интервал.

· Положение границ доверительного интервала 
[image: image74.wmf]]
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 таково, что длина его минимальна для заданной доверительной вероятности p.

34. ПРОВЕРКА СТАТИСТИЧЕСКИХ ГИПОТЕЗ


Статистическая гипотеза – это некоторое предположение относительно свойств генеральной совокупности, из которой извлекается выборка. Простая гипотеза соответствует одному распределению и одной точке пространства параметров. Сложная гипотеза – выбор распределения из множества распределений или точки пространства параметров из интервала. Проверяемая гипотеза обозначается 
[image: image75.wmf]0

H

, а альтернативная гипотеза - 
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.


Критерий статистической гипотезы – правило, позволяющее принять или отвергнуть данную гипотезу на основании выборки. 


Статистика – функция от результатов повторяющихся опытов 
[image: image77.wmf])
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, которая обладает свойством роста предсказуемости с увеличением количества опытов. Такое свойство называется свойством статистической устойчивости. Статистическая устойчивость в каждой конкретной ситуации есть эмпирический закон, который может быть проверен только опытом. Примеры статистики: точечная оценка математического ожидания, точечная оценка дисперсии. 


Область возможных значений статистики делят на две части: область принятия гипотезы и критическую область.


Общая схема проверки гипотез:

· формулируется основная гипотеза,

· задается уровень значимости гипотезы q,

· выбирается статистика 
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 и определяется ее закон распределения,

· вычисляются критические значения статистики 
[image: image79.wmf])

N

,

q

(

g

kr

 на основе данных о количестве опытов N,

· по данным выборки вычисляют экспериментальное значение статистики,

· сравнивают критические значения и экспериментальное значение статистики,

· если экспериментальное значение попало в область принятия гипотезы, то гипотезу считают подтвержденной по результатам опытной выборки.


В процессе проверки гипотезы возможны правильные и ложные решения, возможные варианты приведены в таблице.
Таблица 1
	Гипотеза
	Объективно верна
	Объективно не верна

	Принимается
	Правильное решение
	Ошибка 2-го рода

	Отвергается
	Ошибка 1-го рода
	Правильное решение



Уровень критерия значимости q соответствует вероятности ошибки первого рода, вероятность ошибки второго рода называют мощностью критерия. Надежность критерия: p=1-q.

35.СТАНДАРТНЫЕ КРИТЕРИИ ПОВЕРКИ ГИПОТЕЗ О МАТЕМАТИЧЕСКОМ ОЖИДАНИИ И ДИСПЕРСИИ


Стандартные критерии проверки гипотез о значениях математических ожиданий и дисперсий нормальных генеральных совокупностей при независимых наблюдениях в выборке приведены  в таблице 2.
Таблица 2
	Номер

гипотезы
	Вид

гипотезы
	Статистика
	График
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Критические области показаны на рисунках в таблице 2 в виде заштрихованных областей. В третьем столбце таблицы приведены значения границ критических областей, выраженные с помощью квантилей соответствующих распределений. Гипотезы 1, 4, 7 соответствуют двухсторонней оценке параметра, а остальные гипотезы – односторонней.

36. КРИТЕРИИ ПРОВЕРКИ СОГЛАСИЯ ЗАКОНОВ РАСПРЕДЕЛЕНИЯ


Критерий согласия – критерий проверки гипотезы, состоящей в том, что генеральная совокупность имеет распределение заданного типа. Статистика критерия (Пирсона) имеет 
[image: image119.wmf]2

c

– распределение и реализуется в соответствии со следующим алгоритмом:

· По выборке строят гистограмму 
[image: image120.wmf]m

n

, где m – номер интервала. Если в каком-либо интервале число наблюдений меньше пяти, то его объединяют с соседним интервалом.

· Задается вид гипотетической функции распределения и по вектору выборки (или по гистограмме) вычисляют точечные оценки r параметров распределения (например, математическое ожидание и дисперсию, тогда r=2).

· Определяется вектор 
[image: image121.wmf]m

p

 теоретической вероятности попадания случайной величины в каждый интервал гистограммы. 
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· Вычисляется значение статистики по вектору выборки: 
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где 
[image: image124.wmf]K

- число интервалов группирования, 
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- теоретическая вероятность попадания в интервал гистограммы, 
[image: image126.wmf]m
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- опытная частота попадания в интервал гистограммы.

· Вычисляется критическое значение статистики: 
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- число параметров распределения (проверяемых), q – заданный уровень значимости.

· Гипотеза считается подтвержденной, если 
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Критерий позволяет контролировать согласованность гипотетических вероятностей с их опытными относительными частотами (рис.27). 
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Рис.27. Гипотетическая функция распределения и гистограмма.

37. РЕГРЕССИОННЫЙ АНАЛИЗ


Цель регрессионного анализа: планирование экспериментов для получения линейной или неполной степенной математической модели статистики сложного объекта. Вариация входных воздействий на систему и регистрация соответствующих состояний системы позволяет получить систему уравнений для определения параметров системы.


Математическая модель системы задается в виде следующего соотношения:
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где Y(X) – реакция системы (измеряемый параметр),
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- вектор факторов (входных переменных), 
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- параметрическая функция регрессии,
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 - вектор параметров, которые необходимо определить по результатам измерений, d – количество параметров, k - количество факторов,


[image: image136.wmf]e

 - случайные воздействия на исследуемую систему.


Модель называется линейной регрессионной моделью, если она линейна относительно компонент вектора параметров. Уравнение линейной регрессионной модели:
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где r(X) – вектор регрессоров, длина которого равна длине вектора параметров.


Уравнение регрессии в виде полинома второй степени:
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где 
[image: image139.wmf]y
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- расчетное значение отклика системы, 
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- коэффициенты уравнения регрессии, которые требуется определить.


Форма задания уравнения регрессии в общем случае произвольна. Полиномиальная форма соответствует разложению в ряд Тейлора уравнения регрессии в окрестности  точки 
[image: image141.wmf]0
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Уравнение регрессии второго порядка для трех факторов:
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Вектор регрессоров для этого уравнения имеет вид:
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Первым элементом вектора регрессоров является 1, так как отсутствие этого элемента влечет за собой равенство y(X=0)=0 для любых значений параметров 
[image: image144.wmf]b

, что недопустимо в общем случае.


Условия задачи множественного регрессионного анализа:

1. Результаты наблюдений
[image: image145.wmf]T
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 должны представлять собой независимые, нормально распределенные случайные величины.

2. Выборочные оценки дисперсии 
[image: image146.wmf]}
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3. Погрешность измерения факторов 
[image: image147.wmf]T
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пренебрежимо мала относительно их диапазона изменения.

Этапы реализации регрессионного анализа:

1. Планирование экспериментов.

2. Проведение экспериментов на исследуемой системе.

3. Получение математической модели системы.

4. Проверка воспроизводимости экспериментов.

5. Проверка адекватности математического описания.

38. ПЛАНИРОВАНИЕ ЭКСПЕРИМЕНТОВ


Цель планирования экспериментов: минимизация общего объема испытаний при соблюдении требований к достоверности и точности получаемых результатов. План экспериментов представляет собой множество точек факторного пространства (множества допустимых значений факторов), заданных по определенному правилу, соответствующему цели исследований. Центр плана – точка факторного пространства, соответствующая средним значениям факторов. Обычно план соответствует равномерному распределению выбранных точек в факторном пространстве.

 Компоненты вектора управляющих факторов нормируют так, чтобы диапазон их варьирования соответствовал интервалу    [-1;+1]. Формула такого нормирования: 
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План полного факторного эксперимента (ПФЭ) представляет собой множество всех возможных сочетаний уровней факторов. Если уровней два, то план состоит из 
[image: image149.wmf]k

2

экспериментов. 

Центральный композиционный план представляет собой комбинацию ПФЭ для двух уровней факторов 
[image: image150.wmf])

1

(

±

, дополненный центральной точкой факторного пространства и вариантами изменения факторов по одному на уровнях 
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Аналитической формой плана экспериментов служит матрица планирования, которая образуется из транспонированных векторов регрессоров, вычисленных для различных запланированных  N точек факторного пространства:
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где 
[image: image154.wmf]i
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 - i-тая компонента вектора регрессоров в j-той точке факторного пространства, X1,X2,…,XN – множество точек факторного пространства, образующее выбранный план экспериментов, N – количество экспериментов.

Матрица центрального композиционного плана второго порядка для трех факторов (строки соответствуют различным точкам факторного пространства, столбцы – искомым параметрам модели):
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Независимыми являются 1-4 столбики, а остальные сформированы как линейные комбинации первых четырех столбиков.

39. ПРОВЕДЕНИЕ ЭКСПЕРИМЕНТОВ НА ИССЛЕДУЕМОЙ СИСТЕМЕ


Эксперименты проводятся в соответствии с планом, результаты экспериментов образуют вектор результатов измерений. Порядок реализации сочетаний факторов назначают случайным, что называется рандомизацией плана экспериментов.

Для повышения достоверности исследований могут проводиться параллельные опыты для каждого запланированного сочетания факторов. Обычно, число параллельных опытов для всех сочетаний факторов назначается одинаковым. 
Введем следующие обозначения: 
m – количество параллельных опытов;
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- вектор результатов наблюдений отклика системы в различных запланированных точках факторного пространства при отсутствии параллельных опытов (m=1);


[image: image157.wmf]÷

÷

÷

ø

ö

ç

ç

ç

è

æ

=

m

N

N

m

y

y

y

y

YM

,

1

,

,

1

1

,

1

...

...

...

...

...

 - матрица наблюдений отклика системы в различных запланированных точках факторного пространства при проведении параллельных опытов (m>1).


В процессе экспериментов результаты измерений (моделирования) регистрируются в виде векторов Y или матриц YM. Пример результатов измерений приведен на рис.28. Сплошная линия соединяет средние значения параллельных опытов для каждого сочетания факторов.
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Рис.28. Результаты экспериментов с параллельными опытами.

40. ПРОВЕРКА ВОСПРОИЗВОДИМОСТИ ЭКСПЕРИМЕНТА. КРИТЕРИЙ КОХРЕНА


Проверка воспроизводимости эксперимента состоит в проверке гипотезы о равенстве генеральных дисперсий 
[image: image159.wmf])
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 параллельных опытов при экспериментах в соответствующих точках факторного пространства X1,X2,…,XN. Обозначение 
[image: image160.wmf]>
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используется для выделения i–того столбика из матрицы YM, а обозначение 
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 – соответствующей строки.

Усреднение результатов m параллельных (для одной точки факторного пространства) опытов и вычисление дисперсий проводится по следующим формулам: 
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Дисперсия воспроизводимости определяется следующим образом:
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Проверка воспроизводимости эксперимента осуществляется с помощью критерия Кохрэна (Кокрена), который использует следующее определение статистики:
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Критическое значение статистики вычисляется с использованием квантилей 

F-распределения по следующей формуле:



[image: image166.wmf])

1

m

(

)

1

N

(

,

1

m

,

N

q

1

)

1

m

(

)

1

N

(

,

1

m

,

N

q

1

kr

F

)

1

k

(

F

))

1

N

)(

1

m

(

,

1

m

,

q

(

G

G

-

×

-

-

-

-

×

-

-

-

+

-

=

-

-

-

=

,

где q – заданный уровень значимости, m – количество параллельных опытов, 

N – количество экспериментов с разными сочетаниями факторов.

Гипотеза о воспроизводимости эксперимента считается подтвержденной, если:
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Если гипотеза не подтверждена, то рекомендуется:

либо увеличить число параллельных опытов, 

либо использовать модификацию метода наименьших квадратов, пригодную при невыполнении предположения о воспроизводимости эксперимента.

41. ОПРЕДЕЛЕНИЕ КОЭФФИЦИЕНТОВ УРАВНЕНИЯ РЕГРЕССИИ


Метод наименьших квадратов позволяет определить коэффициенты регрессии по результатам отклика системы. Необходимым условием решения задачи является ее переопределенность: длина вектора независимых наблюдений отклика системы 
[image: image168.wmf]T

N

2

1

)

y

,...,

y

,

y

(

Y

=

 должна быть не меньше длины вектора коэффициентов уравнения регрессии 
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Уравнение регрессии имеет следующий вид: 
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Коэффициенты уравнения регрессии можно вычислить с помощью метода наименьших квадратов (МНК). Оценки МНК не содержат систематических ошибок (несмещенность оценок). Если случайные ошибки наблюдений независимы и подчиняются нормальному закону, то оценки МНК получаются с наименьшей дисперсией, то есть являются эффективными. Применение метода наименьших квадратов для вычисления коэффициентов регрессии позволяет получить следующую оценку для вектора коэффициентов регрессии:
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Если для определения коэффициентов используются параллельные опыты, то формула приобретает вид:
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где Mr{.}- оператор вычисления средних значений по строкам матрицы YM.

Найденные значения коэффициентов регрессии позволяют вычислить значения отклика системы, которые принято обозначать следующим образом:
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Пример вычисления значений функции регрессии приведен на рис.29.
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Рис.29. Значения функции регрессии и экспериментальные данные.

 42. ПРОВЕРКА АДЕКВАТНОСТИ МОДЕЛИ. КРИТЕРИЙ ФИШЕРА

Проверка адекватности математического описания по опытным данным представляет собой оценку отклонения предсказанной по полученному уравнению регрессии величины отклика системы 
[image: image176.wmf]Y
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 от результатов наблюдений Y в одних и тех же точках факторного пространства. Рассеяние результатов наблюдений вблизи уравнения регрессии, оценивающего истинную функцию отклика, можно охарактеризовать с помощью дисперсии адекватности:
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где 
[image: image178.wmf]g
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 – значение отклика системы, усредненное по множеству параллельных опытов, на g-тое сочетание управляющих факторов; 
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 – значение отклика, вычисленное по полученной функции регрессии.


Функция статистики для оценки адекватности определяется как отношение оценки дисперсии адекватности к оценке дисперсии воспроизводимости:
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Критическое значение статистики определяется с помощью следующего соотношения:
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где 
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Гипотеза об адекватности функции регрессии экспериментальным данным считается подтвержденной, если выполняется неравенство:
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Если гипотеза об адекватности отвергнута, то рекомендуется:

· перейти к более сложной форме математического описания или

· уменьшить интервал варьирования факторов до 10%-60% от первоначального.

Однако, уменьшение интервала варьирования приводит к снижению отношения сигнал/шум, что влечет за собой увеличение числа параллельных опытов.

43. D-ОПТИМАЛЬНЫЕ ЭКСПЕРИМЕНТАЛЬНЫЕ ПЛАНЫ


План 
[image: image185.wmf]D
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, минимизирующий определитель ковариационной матрицы оценок коэффициентов регрессии на множестве всех возможных планов P в области 
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, называется D-оптимальным:
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D-оптимальный план минимизирует объем доверительного эллипсоида на множестве всех допустимых планов 
[image: image188.wmf]P
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Алгоритм построения D-оптимального плана не является композиционным, т.е. для каждого числа экспериментов N необходимо строить новую матрицу плана F, так как не удается использовать ранее вычисленные матрицы для других объемов экспериментов. Вычисление точного D-оптимального плана имеет сложный алгоритм и требует использования численных методов. Приближенные D-оптимальные планы строят с помощью более простого алгоритма на основе последовательных процедур. Такой  алгоритм имеет следующие этапы:

· Выбирают невырожденный начальный план 
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, соответствующий N экспериментам, то есть множеству {X1,X2,…,XN} точек факторного пространства, образующих план экспериментов.

· Координаты новой точки плана 
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- множество допустимых значений точек факторного пространства, r(X) – вектор регрессоров.

· Матрицу плана F дополняют новой строкой, соответствующей новой точке плана 
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· Алгоритм построения плана завершают, если выполняется условие: 
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, в противном случае продолжают наращивание матрицы плана в соответствии с двумя предыдущими этапами. 
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- заданная величина допустимого отличия создаваемого плана от точного, 
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где d – число оцениваемых коэффициентов регрессии.

Правило останова в приведенном алгоритме можно определить на основе анализа точности получаемого результата, т.е. по заданным величинам доверительной вероятности 
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 и дисперсии коэффициентов регрессии - 
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D – оптимальный план является реализацией одного из возможных критериев оптимальности, кроме него находят применение следующие виды планов:

· А - оптимальный план, минимизирующий среднюю дисперсию оценок коэффициентов.

· Е - оптимальный план, минимизирующий максимальное собственное число ковариационной матрицы оценок.

· G – оптимальный план, обеспечивающий наименьшую величину максимальной дисперсии.

· MV - оптимальный план, минимизирующий максимальный диагональный элемент ковариационной матрицы оценок.

44. МЕТОД  СЛУЧАЙНОГО  БАЛАНСА.


При описании многофакторного объекта основным этапом является получение математической модели, адекватно описывающей статический объект в изучаемом диапазоне изменения его входных переменных (факторов). При этом следует стремиться к тому, чтобы математическое описание было возможно более простым при максимуме подобия. Такое сочетание особенно необходимо при разработке способов и систем оптимального управления, когда важно достичь или поддерживать глобальный, а не локальный экстремум. Решение этой задачи в реальных условиях обычно связано с серьезными трудностями, вызванными весьма большим количеством переменных, в той или иной степени влияющих на объект. Привлечение всего множества переменных к составлению математического описания может потребовать большого объема экспериментальной и вычислительной работы, что зачастую невыполнимо в силу технологических, экономических и прочих ограничений. Возникает необходимость предварительного отсеивания несущественных переменных и выделения тех входных воздействий, которые оказывают наиболее заметное влияние на целевую функцию.


Если число всех возможных факторов, влияющих на объект, не превышает 6-7, то для предварительного изучения объекта можно применить методы дробного или полного факторного эксперимента. Однако при большом числе рассматриваемых факторов эти методы оказываются слишком громоздкими и трудоемкими для постановки отсеивающих опытов. 


Метод случайного баланса (МСБ) использует перенасыщенные планы, при которых выполняется условие:
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где u - общее количество исследуемых переменных, N - число строк матрицы планирования, соответствующее числу точек факторного пространства, в которых ставятся опыты.


Важнейшей теоретической предпосылкой МСБ является априорное знание того, что из всей совокупности рассматриваемых переменных только небольшое их число являются действительно существенными, остальные же могут быть отнесены к шумовому полю. Вклады существенных факторов должны намного (минимум на порядок) превышать погрешность измерения, определяемую шумовым полем. Кроме того, предполагается, что:

· объект управляем;

· между отдельными составляющими дисперсии функции отклика и входными переменными может быть установлено соответствие;

· опыты воспроизводимы;

· отдельные измерения случайны и независимы друг от друга.


При использовании МСБ математическую модель сложного объекта расщепляют на части:
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где: h - число значимых переменных;  (h-u) - число незначимых переменных;  
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 - случайная составляющая (помехи). Под 
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 и 
[image: image204.wmf]r

z

 понимаются нормированные линейные факторы и парные взаимодействия.

Построение матрицы планирования для проведения отсеивающих опытов выполняют на основе предпосылки, что исследуемые факторы должны быть смешаны случайным образом. Все линейные факторы 
[image: image205.wmf]i

z

 (i=1,2,...,n) разбивают на группы. При этом стремятся заведомо взаимодействующие факторы включить в одну группу. Если же нет априорных сведений о физике процесса, то разбивку факторов по группам можно производить формально, с использованием таблицы случайных чисел. В этом случае предварительно составляют пронумерованный список факторов, а затем с помощью таблицы случайных чисел каждому фактору присваивают свой случайный порядковый номер, после чего факторы случайным образом объединяют в группы. Для каждой группы составляют матрицу планирования. Все групповые матрицы планирования должны иметь одинаковое количество строк, чтобы их можно было состыковать. Число N строк каждой групповой матрицы должно удовлетворять условию 
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 и равенству: 
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, причем  p выбирается обычно наименьшим, при котором выполняется  неравенство N>n,   где  n - число линейных факторов. План отсеивающего эксперимента образуют путем стыковки групповых матриц планирования случайным смешиванием их строк.


ПРИМЕР.  Пусть требуется исследовать 6 факторов 
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 и 15 их парных взаимодействий. Необходимо выделить самые существенные из них, используя МСБ.


Разобьем 6 факторов на две группы. Каждой группе из трех факторов соответствует матрица, содержащая 23 строк. Пусть GI и GII  - номера строк в этих матрицах.
Таблица 3
	Группа  I
	
	Группа  II

	GI
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	GII
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	1
	-1
	-1
	-1
	
	1
	-1
	-1
	-1

	2
	+1
	-1
	-1
	
	2
	+1
	-1
	-1

	3
	-1
	+1
	-1
	
	3
	-1
	+1
	-1

	4
	+1
	+1
	-1
	
	4
	+1
	+1
	-1

	5
	-1
	-1
	+1
	
	5
	-1
	-1
	+1

	6
	+1
	-1
	+1
	
	6
	+1
	-1
	+1

	7
	-1
	+1
	+1
	
	7
	-1
	+1
	+1

	8
	+1
	+1
	+1
	
	8
	+1
	+1
	+1


Проведем рандомизацию строк матриц полного факторного эксперимента с помощью таблицы случайных чисел.  Введем нумерацию G строк общей матрицы планирования.

Таблица 4
	
	Группа  I
	Группа  II

	G
	GI
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	GII
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	1
	3
	-1
	+1
	-1
	4
	+1
	+1
	-1

	2
	4
	+1
	+1
	-1
	7
	-1
	+1
	+1

	3
	7
	-1
	+1
	+1
	8
	+1
	+1
	+1

	4
	5
	-1
	-1
	+1
	5
	-1
	-1
	+1

	5
	2
	+1
	-1
	-1
	3
	-1
	+1
	-1

	6
	8
	+1
	+1
	+1
	6
	+1
	-1
	+1

	7
	6
	+1
	-1
	+1
	2
	+1
	-1
	-1

	8
	1
	-1
	-1
	-1
	1
	-1
	-1
	-1


Составим общую матрицу планирования для МСБ путем построчной стыковки матриц планирования обоих групп после рандомизации: 
Таблица 5
	G
	k
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	1
	5
	-1
	+1
	-1
	+1
	+1
	-1
	27
	39.5

	2
	4
	+1
	+1
	-1
	-1
	+1
	+1
	49
	49

	3
	8
	-1
	+1
	+1
	+1
	+1
	+1
	31
	43.5

	4
	6
	-1
	-1
	+1
	-1
	-1
	+1
	39
	39

	5
	2
	+1
	-1
	-1
	-1
	+1
	-1
	64
	64

	6
	7
	+1
	+1
	+1
	+1
	-1
	+1
	40
	52.5

	7
	3
	+1
	-1
	+1
	+1
	-1
	-1
	42
	54.5

	8
	1
	-1
	-1
	-1
	-1
	-1
	-1
	47
	47


В графе k указан случайный порядок проведения опытов по строкам матрицы планирования. Для уменьшения влияния помех и получения оценки дисперсии воспроизводимости могут выполняться параллельные опыты.

45. ПОСТРОЕНИЕ  ДИАГРАММ  РАССЕЯНИЯ МСБ.

Результаты МСБ анализируются с помощью диаграмм рассеяния либо с помощью выборочных ортогональных матриц планирования.


Пусть исследуется влияние шести факторов в соответствии с планом, приведенном в таблице 5. Результаты эксперимента указанны в этой же таблице. Для каждого фактора проводится своя ордината. Слева и справа от нее отмечаются символами “
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“ и “
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“ (соответственно) те значения отклика yG, которые соответствуют положению данного фактора на нижнем уровне варьирования ziG= -1 и на верхнем ziG= +1  (i - номер фактора;  G - номер строк матрицы планирования). Затем определяются частные медианы - отдельно для случайного рассеяния точек “
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“ и точек “
[image: image232.png]


“.
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Рис.30. Диаграмма рассеяния.


Выборочной оценкой медианы 
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 для дискретных данных в математической статистике называется такое значение случайной величины y, по обе стороны которого лежат равные количества точек измерения y, независимо от их конкретных значений. Если количество точек четное (2N), то медиана лежит посередине между N-й и (N+1)-й точками, если же - нечетное (2N+1), то медианой является (N+1)-я точка. Медианы для 
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 называются “медианой слева“ и “медианой справа“. Значения медиан слева и справа для каждого фактора данного примера соответствуют высоте столбцов [image: image237.png]


 и [image: image238.png]


, показанных на рис.30. Разность между медианой справа 
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 и медианой слева 
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 называется вкладом фактора 
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 в целевую функцию у и обозначается 
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Из диаграммы, построенной по данным таблицы, находим:
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Рис.31.  Вклады факторов.

Визуальное и численное сравнение вкладов дает возможность обнаружить наиболее существенные переменные: вклады для них являются наибольшими. Но в ряде случаев абсолютная величина вкладов не является достаточным критерием наибольшей существенности переменных. Поэтому используют также дополнительные критерии: коррелированность вектор-столбцов, наличие, число и характер выделяющихся точек. 

Поясним понятие “выделяющейся точки“ используя диаграмму рассеяния. Для фактора 
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 на уровне 
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 имеется одна точка, расположенная выше, чем самая высокая точка на уровне 
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, а на уровне 
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 имеются две точки, расположенные ниже, чем самая низкая точка на уровне 
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.  Таким образом, фактор 
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 имеет три выделяющихся точки. Факторы 
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 и 
[image: image258.wmf]4

z

 имеют по пять выделяющихся точек, а факторы 
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,
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 и 
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 ни одной. Поэтому, несмотря на примерно одинаковые вклады факторов 
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 и 
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, фактор 
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 признается несущественным по сравнению с 
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 и тем более с 
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и 
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.  Факторы 
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,
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 и 
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 не имеют выделяющихся точек потому, что у этих трех факторов размах точек на одном из уровней превышает размах точек на другом уровне, причем на уровне, где размах меньше, нет точек, расположенных ни выше, ни ниже. Необходимо учитывать и характер расположения выделяющихся точек: располагаются ли они согласно знаку вклада или противоположно ему.

46. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧ ДИСПЕРСИОННОГО АНАЛИЗА

В практической деятельности встречаются объекты исследования, состояние которых определяется входными факторами, не имеющими количественного описания. Такими факторами могут быть  переменные, которые по каким-либо причинам не доступны для измерения, однако, их уровни варьирования можно произвольно выбирать и фиксировать во времени. Например, на качество изготавливаемой продукции могут влиять следующие факторы: комплектующие, которые могут поступать от разных поставщиков, производственное оборудование однотипных производственных участков, технология изготовления, конкретные работники различных участков и смен. 

Постановка задач дисперсионного анализа предполагает известным:

· Отклик системы Y зависит от k независимых управляемых факторов 
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, не имеющих количественного описания.

· Каждый фактор 
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 может варьироваться на 
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 уровнях.

· Полный факторный эксперимент состоит из 
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 серий независимых наблюдений.

· Каждая j-тая серия содержит 
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 наблюдений параллельных опытов.


Требуется определить меру влияния каждого фактора на отклик системы Y и выделить наиболее существенные факторы.


Дисперсионный анализ базируется на следующих допущениях:

· Результаты измерений выходного сигнала Y – нормально распределенные случайные величины.

· Дисперсия единичного наблюдения 
[image: image276.wmf]2

e

s

 обусловлена случайными ошибками 
[image: image277.wmf]e

 и постоянна во всех опытах и не зависит от сочетания входных факторов.


В качестве показателя влияния фактора x принимают дисперсию фактора, то есть дисперсию выходной величины, обусловленную вариацией данного входного фактора:
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Сравнение дисперсий 
[image: image280.wmf]2
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 и 
[image: image281.wmf]2
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 соответствует сравнению влияния фактора x и фактора случайности 
[image: image282.wmf]e

. Величина 
[image: image283.wmf]2

e
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 считается известной, в противном случае ее оценка совпадает с оценкой воспроизводимости. Результаты экспериментов позволяют вычислить оценку выборочной дисперсии: 


[image: image284.wmf]å

=

-

-

=

u

1

i

2

i

2

0

)

y

y

(

1

u

1

S

.


Если отличие 
[image: image285.wmf]2
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 от 
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 незначительно, то влияние фактора несущественно, иначе – существенно. Дисперсия фактора может быть оценена по следующей формуле:
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Дисперсионный анализ основан на разложении оценки общего рассеивания выходного сигнала на составляющие: зависящие от факторов и зависящие от случайных величин.

47. ОДНОФАКТОРНЫЙ ДИСПЕРСИОННЫЙ АНАЛИЗ


Исследуется влияние только одного фактора x. Результаты эксперимента сводятся в следующую таблицу. Таблица 6 содержит результаты равночисленных параллельных опытов. 

Таблица 6.

	Уровень

варьирования
	Номер параллельного опыта
	Результаты

расчета
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Вычисляются средние значения по множеству параллельных опытов для каждого уровня фактора 
[image: image305.wmf]g
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 и общее среднее арифметическое по всем уровням:
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Фактор случайности 
[image: image308.wmf]2
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 проявляется в рассеивании наблюдений серий параллельных опытов на каждом уровне 
[image: image309.wmf]i
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 вокруг 
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 своей серии изменчивости. Входной фактор x вызывает повышенное рассеивание средних арифметических 
[image: image311.wmf]g
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 относительно общего среднего 
[image: image312.wmf]y

. Оценка фактора случайности проводится по следующей формуле:
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Оценка дисперсии фактора x вычисляется по формуле:
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Проверка гипотезы о существенности фактора x используется следующая функция статистики: 
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Критическое значение статистики определяется с помощью следующего соотношения:
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Гипотеза о существенности фактора считается подтвержденной, если выполняется неравенство:
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Если серии наблюдений состоят из разного числа опытов, то степени свободы распределения Фишера рассчитывают следующим образом:
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48. ДВУХФАКТОРНЫЙ ДИСПЕРСИОННЫЙ АНАЛИЗ

Изучается влияние двух одновременно действующих входных факторов 
[image: image322.wmf]1

x

 и 
[image: image323.wmf]2
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. Введем следующие обозначения:
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} - множество результатов измерений.

j – номер уровня 
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g – номер уровня 
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k – номер параллельного уровня, 
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 - общее число наблюдений. 

Результаты экспериментов и расчетов сводятся в следующую таблицу 7.
Таблица 7
	j
	g
	Результаты

расчета
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Вычисляют средние значения выходного сигнала по уровням каждого фактора и общее среднее по следующим формулам:


[image: image357.wmf]å

å

=

=

×

=

m

1

k

k

,

g

,

j

u

1

g

2

j

y

u

m

1

y

1

,

[image: image358.wmf]å

å

=

=

×

=

¢

m

1

k

k

,

g

,

j

u

1

j

1

g

y

u

m

1

y

2

,


[image: image359.wmf]å

å

=

=

=

¢

=

1

2

u

1

j

j

1

u

1

g

g

2

y

u

1

y

u

1

y

.


На рассеивание средних по строкам таблицы оказывает влияние фактор 
[image: image360.wmf]1

x

, так как значения другого фактора усреднены. На рассеивание средних по столбцам оказывает влияние фактор 
[image: image361.wmf]2
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. Общая выборочная дисперсия определяется следующим соотношением:


Оценки дисперсий факторов x1 и х2 вычисляются по формулам:
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Существенность влияния двух и более факторов определяется как их относительное влияние, а фактор случайности 
[image: image365.wmf]e

 считается малозначительным.  Оценивание существенности влияния факторов реализуется с помощью следующих функций статистик: 
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Критические значения статистик определяются с помощью следующих соотношений:
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Гипотезы о существенности факторов считаются подтвержденными, если выполняются неравенства:
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При многофакторном анализе  последовательность операций аналогична, но значительно усложняются таблицы наблюдений и расчетные формулы.
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