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Введение
На рубеже XIX и XX столетий алгебра претерпела важное качест​венное изменение, которое можно охарактеризовать как переход к изуче​нию абстрактных систем объектов. До этого момента основное внимание уделялось в алгебре конкретным системам, таким как различные числовые системы, системы матриц, перестановок и т.д. Новый этап в развитии ал​гебры ознаменовался полным отвлечением от природы и способов по​строения объектов системы, и единственным предметом изучения стали отношения между этими объектами. Современная алгебра имеет дело про​сто с системами объектов, для которых определены некоторые опера​ции и отношения, удовлетворяющие тем или иным требованиям; что именно стоит за объектами системы- матрицы, уравнения, числа и т.д.- для ал​гебры безразлично, важно только, чтобы заданные операции и отноше​ния были определены и заданные требования для этих операций и отноше​ний выполнялись. 
Цель работы: теоретическое обоснование и необходимость практиче​ского применения на множествах алгебраических систем и операций над ними.
Данная курсовая работа состоит из теории важнейших алгебраических систем и содержит введение, 8 параграфов, разбитых на пункты, задачника, заключения и списка литературы. 
В §1 рассматриваются бинарные и n-местные операции, виды бинарных операций, вводятся понятия алгебры, подалгебры, алгебраической системы, приводятся примеры. 
В §2 содержится определение системы натуральных чисел (системы Пеано), аксиоматической системы Пеано, доказываются теоремы математической индукции, вводится определение чисел Фиббоначи и формула Бине для вычисления чисел Фиббоначи с доказательством. 
В §3 даны определения группы, абелевой, бесконечной, аддитивной, мультипликативной и коммутативной групп, гомоморфизмов и изоморфизмов групп, приведены примеры групп и их простейшие свойства с доказательствами. 
В §4 представлены понятия подстановки, умножения подстановок, единичной подстановки, четной и нечетной подстановок, транспозиции, лемма о нечетности транспозиции, знак подстановки, теорема о знаке произведения, свойства знаков подстановок, определения цикла, независимых циклов и свойства циклов. 
В §5 для изучения предлагаются понятия кольца, коммутативного кольца и области целосности, гомоморфизма и изоморфизма колец, подкольца, а так же свойства кольца целых чисел. 
В §6 рассматривается определение поля, примеры и простейшие свойства полей, определения подполя, простого поля и поля рациональных чисел. 
§7 изучает вопросы поля комплексных чисел, описывается построение поля комплексных чисел, приводятся алгебраическая форма записи комплексных чисел, определение комплексного числа, действия над комплексными числами, определение сопряженного, свойства и операции сопряжения, определение модуля комплексного числа и его свойства, геометрический смысл комплексного числа, тригонометрическая показательная форма записи, вводится понятние корня из комплексного числа и понятие упорядоченного поля, доказываются теорема и следствие о мультисекции многочлена. 
В §8 описываются понятия r-перестановок множества, r-сочетания, перестановки с повторениями. 
§1. Алгебра и алгебраические системы

п.1. Бинарные и n-местные операции.

Пусть 
[image: image1.wmf]A

- непустое множество, то есть [image: image2.wmf]A

¹Æ

.
Определение. Бинарной операцией на множестве [image: image3.wmf]A

 называется ото​бражение прямого произведения [image: image4.wmf]AAA

´®

.

Другими словами: если каждой упорядоченной паре элементов мно​жества [image: image5.wmf]A

 поставлен в соответствие единственный элемент из [image: image6.wmf]A

, то гово​рят, что задана бинарная операция на множестве [image: image7.wmf]A

.

Пример.

1) Пусть [image: image8.wmf], 

AB

- произвольные высказывания

[image: image9.wmf]Ù

: [image: image10.wmf](, )

ABAB

®Ù

- бинарная операция на множестве высказываний.

2) Пусть [image: image11.wmf], 

AB

- произвольные множества

[image: image12.wmf]È

: [image: image13.wmf](, )

ABAB

®È

- бинарная операция на множестве множеств.

3) Пусть [image: image14.wmf], 

abR

Î


[image: image15.wmf]+

: [image: image16.wmf](, )

abab

®+

- бинарная операция на множестве действительных чисел.

[image: image17.wmf]/

: [image: image18.wmf](, )

a

ab

b

®

- не является бинарной операцией на множестве [image: image19.wmf]R

, так как [image: image20.wmf]0

b

¹

.

Если [image: image21.wmf]f

- произвольная бинарная операция на множестве [image: image22.wmf]A

 и паре [image: image23.wmf](, )

ab

 ставится в соответствие элемент [image: image24.wmf]c

 (то есть [image: image25.wmf](, )

f

abc

¾¾®

), то вместо записи [image: image26.wmf](, )

fabc

=

 пишут [image: image27.wmf]  

afbc

=

, то есть имеем [image: image28.wmf]:(, )

fabc

®Û

 [image: image29.wmf](, )  

fab

сafbc
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. Элемент [image: image30.wmf]c

 называется компози​цией элементов [image: image31.wmf], 

ab

.

Определение. Пусть [image: image32.wmf]nN

Î

. Отображение [image: image33.wmf]...

n

AAAAA

=´´´®

 назы​вается [image: image34.wmf]n

- местной операцией на множестве [image: image35.wmf]A

. Число [image: image36.wmf]n

- ранг опера​ции.
Определение. Нульместной операцией на множестве [image: image37.wmf]A

 называется выделение (фиксация) какого-нибудь элемента множества [image: image38.wmf]A

. Число [image: image39.wmf]0

 назы​вается рангом нульместной операции.

Определение. Одноместные операции называются унарными опера​циями. Другими словами: унарная операция каждому элементу из множе​ства [image: image40.wmf]A

 ставит в соответствие элемент из множества [image: image41.wmf]A

, то есть унарная опе​рация – это отображение множества [image: image42.wmf]A

 во множество [image: image43.wmf]A

.

Унарную операцию называют оператором.

Пример.

1) Пусть [image: image44.wmf]A

- множество натуральных чисел

[image: image45.wmf]2

:

fnn

®

 - унарная операция 

[image: image46.wmf]1

1

:

fn

n

®

 - не является унарной операцией

2) На множестве высказываний операция [image: image47.wmf]Ø

: [image: image48.wmf]AA

®Ø

 - унарная опера​ция

3) На множестве подмножеств универсального множества операция до​полнения – унарная операция.

Определение. Отображение из множества [image: image49.wmf]n

AA

®

 называется частич​ной [image: image50.wmf]n

- местной операцией на множестве [image: image51.wmf]A

, если область определе​ния отображения не совпадает с [image: image52.wmf]n

A

.

Виды бинарных операций

Пусть [image: image53.wmf], 

TS

- бинарные операции на множестве [image: image54.wmf]A

.

Операция [image: image55.wmf]T

- коммутативна на множестве [image: image56.wmf]A

[image: image57.wmf]Û

[image: image58.wmf](, )
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 [image: image59.wmf]    
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Операция [image: image60.wmf]T

- ассоциативна на множестве [image: image61.wmf](, , )

AabcA

Û"Î

 [image: image62.wmf] (  )(  )  
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Операция [image: image63.wmf]T

- дистрибутивна слева относительно операции [image: image64.wmf]S

[image: image65.wmf]Û

[image: image66.wmf](, , )
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   [image: image67.wmf]  (  )(  )  (  )

aTbScaTbSaTc

=
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Операция [image: image68.wmf]T

 дистрибутивна справа относительно операции [image: image69.wmf]S

[image: image70.wmf]Û

[image: image71.wmf](, , )
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   [image: image72.wmf](  )  (  )  (  )
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=

.

Пример.

1) Операция [image: image73.wmf]+

 на множестве [image: image74.wmf]R

- коммутативна, ассоциативна.

2) Операция [image: image75.wmf]´

 на множестве [image: image76.wmf]R

- коммутативна, ассоциативна. 

3) На множестве множеств операции [image: image77.wmf]È

 и [image: image78.wmf]Ç

 дистрибутивны относи​тельно друг друга.

4) На множестве функций композиция функций - ассоциативная опера​ция, не является коммутативной операцией.

п.2. Понятие алгебры.

Определение. Алгебра [image: image79.wmf](, )

AAW

=

, где [image: image80.wmf]A

¹Æ

, [image: image81.wmf]W

- множество опера​ций на [image: image82.wmf]A

. 
Другими словами: если мы говорим об алгебре, то считаем, что за​дано множество и заданы операции.

Пример.

1) Пусть [image: image83.wmf]A

- множество высказываний

[image: image84.wmf]{

}

(,, , , , )

AA

=ØÚÙ®«

- алгебра логики высказываний.

2) Пусть [image: image85.wmf]A

- множество натуральных чисел

[image: image86.wmf]{

}

(,, )

AN

=+´

- алгебра натуральных чисел относительно операций [image: image87.wmf]+

 и [image: image88.wmf]´

. 

Определение. Алгебра [image: image89.wmf](, )

BBW

¢

=

 называется подалгеброй алгебры [image: image90.wmf](, )

AAW

=

, если множество [image: image91.wmf]BA

Í

; [image: image92.wmf]W

¢

- ограничение операции [image: image93.wmf]W

.
Определение. Алгебраическая система [image: image94.wmf]A

- это упорядоченная тройка [image: image95.wmf](, , )

AAWV

=

, где [image: image96.wmf]A

¹Æ

, [image: image97.wmf]W

- множество операций на [image: image98.wmf]A

; [image: image99.wmf]V

- мно​жество отношений на [image: image100.wmf]A

. 
§2. Система натуральных чисел. Принцип математиче​ской индукции. Теоремы математической индукции
п.1. Аксиоматическая система натуральных чисел.

Определение. Системой натуральных чисел (системой Пеано) назы​вается алгебра [image: image101.wmf](, , , ', 1)

N

+´

, где [image: image102.wmf], 

+´

- бинарные операции, [image: image103.wmf]'

- унарная опе​рация (функция «следования»), [image: image104.wmf]1

- выделенный элемент в множестве [image: image105.wmf]N

, для которой выполнены следующие аксиомы:

1.  Для [image: image106.wmf]nN

"Î

, [image: image107.wmf]'1

n

¹

 (элемент [image: image108.wmf]'

n

 называется следующим за [image: image109.wmf]n

).

2.  Для [image: image110.wmf]n

"

, [image: image111.wmf]mN

Î

, [image: image112.wmf]''

nmnm

=®=

.

3.  [image: image113.wmf]nN

"Î

, [image: image114.wmf]'1

nn

=+

.

4.  Для [image: image115.wmf], 

nmN

"Î

, [image: image116.wmf]()''

nmnm

+=+

.

5.  [image: image117.wmf]nN

"Î

, [image: image118.wmf]1

nn

×=

.

6.  Для [image: image119.wmf], 

nmN

"Î

, [image: image120.wmf]'

nmnmn

×=×+

.

7.  Аксиома индукции: Пусть [image: image121.wmf]MN

Í

. Если множество [image: image122.wmf]M

 удовлетворяет условиям: 

а) [image: image123.wmf]1

M

Î

;
б) для [image: image124.wmf]nN

"Î

, [image: image125.wmf](1)

nMnM

Î®+Î

;
то [image: image126.wmf]MN

=

.
Система аксиом Пеано обладает тем свойством, что ни одна из ак​сиом системы не является следствием других аксиом.
Из системы аксиом Пеано можно вывести все известные нам свой​ства натуральных чисел. 

п.2. Теоремы математической индукции.

Теорема 1. (принцип полной математической индукции). Пусть [image: image127.wmf]()

Pn

- одноместный предикат на [image: image128.wmf]N

, который удовлетворяет условиям:

1.  [image: image129.wmf](1)

P

- истина.

2.  [image: image130.wmf]nN

"Î

 ([image: image131.wmf]()

Pn

- истина ( [image: image132.wmf](1)

Pn

+

- истина).
Тогда предикат [image: image133.wmf]()

Pn

 тождественно истинен на [image: image134.wmf]N

.

Доказательство. Обозначим через [image: image135.wmf]M

 множество всех тех [image: image136.wmf]n

, для которых [image: image137.wmf]()

Pn

 истина. Проверим, что [image: image138.wmf]M

 удовлетворяет условиям аксиомы индукции.

Т.к. [image: image139.wmf](1)

P

- истина, то [image: image140.wmf]1

M

Î

.

Если [image: image141.wmf]nM

Î

, то [image: image142.wmf]()

Pn

- истина и по второму условию теоремы индук​ции [image: image143.wmf](1)

Pn

+

- истина. Поэтому [image: image144.wmf]1

nM

+Î

.

Множество [image: image145.wmf]M

 удовлетворяет условиям аксиомы индукции. Поэтому [image: image146.wmf]MN

=

.

Обозначение. Множество целых чисел [image: image147.wmf]{...,3,2,1, 0, 1, 2, 3,...}

Z

=---

 состоит из натуральных чисел, нуля и чи​сел противоположных натуральным.

Для  [image: image148.wmf]kZ

Î

 обозначим  [image: image149.wmf]{, 1, 2,...}

k

NkkkN

=++Í

. 
Теорема 2. (обобщение принципа полной математической индук​ции). Пусть [image: image150.wmf]()

Pn

- одноместный предикат на [image: image151.wmf]k

N

, где [image: image152.wmf]kZ

Î

, который удовлетворяет условиям: 

1.  [image: image153.wmf]()

Pk

- истина.

2.  [image: image154.wmf]k

nN

"Î

 ([image: image155.wmf]()

Pn

- истина ([image: image156.wmf](1)

Pn

+

- истина).
Тогда предикат [image: image157.wmf]()

Pn

 тождественно истинен на [image: image158.wmf]k

N

.
Теорема 3. (сильная форма принципа полной математической ин​дукции). Пусть [image: image159.wmf]()

Pn

- одноместный предикат на [image: image160.wmf]N

, который удовлетво​ряет условиям: 

1.  [image: image161.wmf](1)

P

- истина.

2.  [image: image162.wmf]nN

"Î

 ([image: image163.wmf](1), (2),..., ()

PPPn

- истины( [image: image164.wmf](1)

Pn

+

- истина).
Тогда предикат [image: image165.wmf]()

Pn

 тождественно истинен на [image: image166.wmf]N

.
Теорема 4. (обобщение сильной формы принципа полной математической индукции). Пусть [image: image167.wmf]()

Pn

- одноместный предикат на [image: image168.wmf]k

N

, где [image: image169.wmf]kZ

Î

, который удовлетворяет условиям: 

1.  [image: image170.wmf]()

Pk

- истина.

2.  [image: image171.wmf]nN

k

"Î

 ([image: image172.wmf](), (1),..., ()

PkPkPn

+

- истины ( [image: image173.wmf](1)

Pn

+

- истина).

Тогда предикат [image: image174.wmf]()

Pk

 тождественно истинен на [image: image175.wmf]k

N

. 
Числа Фибоначчи

Определение. Числа Фибоначчи [image: image176.wmf]n

j

, для [image: image177.wmf]0

nN

Î

, определяются рекуррентно

(1)   [image: image178.wmf]0

0

j

=

, [image: image179.wmf]1

1

j

=

;

(2)   [image: image180.wmf]21

n

nn

jjj

++

=+

 для всех [image: image181.wmf]0

nN

Î

. 

Из определения чисел Фибоначчи следует, что 

[image: image182.wmf]0

0

j

=

, [image: image183.wmf]1

1

j

=

, [image: image184.wmf]2

1

j

=

, [image: image185.wmf]3

2

j

=

, [image: image186.wmf]4

3

j

=

, [image: image187.wmf]5

5

j

=

, [image: image188.wmf]6

8

j

=

, [image: image189.wmf]7

13

j

=

, [image: image190.wmf]8

21

j

=

, [image: image191.wmf]9

34

j

=

, [image: image192.wmf]10

55

j

=

.

Для вычисления чисел Фибоначчи справедлива следующая формула Бине

(3)  [image: image193.wmf]11515

22

5

nn

n

j

æö

æöæö

ç÷

ç÷ç÷

ç÷ç÷

ç÷

èøèø

èø

+-

=-

, [image: image194.wmf]0

nN

Î

.

Из (1) и (2) следует, что индукционное предположение, при доказа​тельстве формулы Бине, должно предполагать справедливость (3) для [image: image195.wmf]n

 и [image: image196.wmf]1

n

+

, и значит, начальные условия должны требовать выполнение (3) для [image: image197.wmf]0

n

=

 и [image: image198.wmf]1

n

=

.  Поэтому доказательство формулы Бине может проводиться по следующей теореме математической индукции.
Теорема 5. Пусть [image: image199.wmf]()

Pn

- одноместный предикат на [image: image200.wmf]0

N

, который удовлетворяет условиям: 

1.  [image: image201.wmf](0), (1)

PP

- истины.

2.  [image: image202.wmf]0

nN

"Î

 ([image: image203.wmf](), (1)

PnPn

+

- истины ( [image: image204.wmf](2)

Pn

+

- истина).
Тогда предикат [image: image205.wmf]()

Pn

 тождественно истинен на [image: image206.wmf]0

N

.

Проведём доказательство формулы Бине по теореме 5.
Для [image: image207.wmf]0

n

=

 и [image: image208.wmf]1

n

=

 равенство (3) принимает вид

[image: image209.wmf]00

0
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, [image: image210.wmf]11

1
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.

Очевидно, что эти равенства верны.

Предположим, что равенство (3) истинно для чисел [image: image211.wmf]n

 и [image: image212.wmf]1

n

+

. Тогда из (2) следует, что

[image: image213.wmf]11
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После простых преобразований правой части получим, что

[image: image214.wmf]22
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По индукции формула Бине доказана.

Теорема 6. Пусть [image: image215.wmf]()

Pn

- одноместный предикат на [image: image216.wmf]N

, который удовлетво​ряет условиям: 

1.  [image: image217.wmf](1), (2), (3)

PPP

- истина.

2.  [image: image218.wmf]nN

"Î

 ([image: image219.wmf](), (1), (2)

PnPnPn

++

- истины ( [image: image220.wmf](3)

Pn

+

- истина).
Тогда предикат [image: image221.wmf]()

Pn

 тождественно истинен на [image: image222.wmf]N

. 

п.3. Основное свойство ассоциативных операций.

Теорема. Если бинарная операция [image: image223.wmf]´

 на множестве [image: image224.wmf]A

 ассоциативна, то [image: image225.wmf]()

nN

"Î

 [image: image226.wmf]1

(;...;), 2

n

aaAn

"Î³

 при любой расстановке скобок, задаю​щих порядок выполнения операций [image: image227.wmf]´

 в произведении [image: image228.wmf]1

...

n

aa

´´

 значения произведений будут одинаковыми, то есть значение произведения не зави​сит от способа расстановки скобок.

Доказательство. Проводится индукцией по [image: image229.wmf]n

. Проверим утвержде​ния теоремы для [image: image230.wmf]2

n

=

 и [image: image231.wmf]3

n

=

.

Для [image: image232.wmf]2

n

=

- очевидно, так как порядок выполнения операций единстве​нен.
Для [image: image233.wmf]3

n

=

 произведение [image: image234.wmf]123

aaa

´´

 может быть вычислено двумя спо​собами: [image: image235.wmf]123

()

aaa

´´

 или [image: image236.wmf]123

()

aaa

´´

. В силу ассоциативности [image: image237.wmf]´

- эти произведения равны. 

Предположим, что теорема доказана для всех чисел [image: image238.wmf]n

£

, где [image: image239.wmf]3

n

³

.

Докажем теорему для числа [image: image240.wmf]1

n

+

. При любой расстановке скобок в произведении [image: image241.wmf]121

...

n

aaa

+

´´´

, такое произведение есть произведение двух скобок [image: image242.wmf]111

(...)(...)

s

sn

aaaa

++

´´´´

 (1), где [image: image243.wmf]{

}

1,..., 

Sn

Î

. Внутри каждой скобки расставлены свои скобки. Так как в каждой скобке [image: image244.wmf]n

£

 множите​лей, то по индукционному предположению значение произведения в скоб​ках не зависит от того, как в них расставлены скобки. Поэтому произведе​ние (1) можно записать в виде [image: image245.wmf]1112

((...)(((...(

sn

sss

aaaaaa

-++

´´´´´´´+

 [image: image246.wmf]1

)...))))

n

a

+

+

, применяя закон ассо​циативности и индукцирования к множителям. Получим, что произведение (1) равно [image: image247.wmf]11

((...)

s

s

aaa

-

´´´´

 [image: image248.wmf]121

(((...()...))))

n

ssn

aaaa

+++

´´´´+

 и так далее продолжая, получим [image: image249.wmf]121

(...()...)

n

n

aaaa

-

´´´´

, поэтому произведение (1) не зависит от способа расстановки скобок.

§3. Группы. Примеры групп. Простейшие свойства групп. Гомоморфизмы и изоморфизмы групп. Подгруппы

п.1. Понятие группы.

Определение. Алгебра [image: image250.wmf](, , ', )

YGe

=´

, где [image: image251.wmf]´

- бинарная операция, [image: image252.wmf]'

- унарная операция, [image: image253.wmf]eG

Î

 называется группой, если выполнены 3 аксиомы:
1) [image: image254.wmf]´

- ассоциативно, то есть [image: image255.wmf](, , )

abcG

"Î

  [image: image256.wmf]()()

abcabc

´´=´´

.
2) Аксиома существования правого нейтрального элемента: [image: image257.wmf]()

aG

"Î

   [image: image258.wmf]aea

´=


3) Аксиома существования правого обратного элемента: [image: image259.wmf]()

aG

"Î

 [image: image260.wmf]aae

¢

´=

, [image: image261.wmf]a

¢

- правый обратный элемент к [image: image262.wmf]a

.

Определение. Группа [image: image263.wmf](, , ', )

YGe

=´

 называется коммутативной (абе​левой), если операция [image: image264.wmf]´

 коммутативна, то есть [image: image265.wmf](, )

abG

"Î

  [image: image266.wmf]abba

´=´

.

Определение. Порядком группы [image: image267.wmf](, , ', )

YGe

=´

 называется число эле​ментов в множестве [image: image268.wmf]G

, если [image: image269.wmf]G

- конечное множество. Если [image: image270.wmf]G

- бесконеч​ное множество, то группа [image: image271.wmf]Y

 называется бесконечной.
Аддитивная форма записи группы.

Определение. Алгебра [image: image272.wmf](, , , 0)

YG

=+-

, где [image: image273.wmf]+

- бинарная операция, [image: image274.wmf]-

- унарная операция, [image: image275.wmf]0

G

Î

 называется аддитивной группой, если выпол​нены аксиомы:

1) операция [image: image276.wmf]+

 ассоциативна, то есть [image: image277.wmf](, , )

abcG

"Î

 [image: image278.wmf]()()

abcabc

++=++

  
2) существование правого нейтрального элемента, то есть [image: image279.wmf]()

aG

"Î

 [image: image280.wmf]0

aa

+=


3) существование правого противоположного элемента, то есть [image: image281.wmf]()

aG

"Î

  [image: image282.wmf]()0

aa

+-=


Определение. Группа называется абелевой, если операция [image: image283.wmf]+

- комму​тативная операция, то есть [image: image284.wmf](, )

abG

"Î

  [image: image285.wmf]abba

+=+

.

Мультипликативная форма записи группы.

Определение. Алгебра [image: image286.wmf]1

(, , , )

YGe

-

=´

, где [image: image287.wmf]´

- бинарная операция, [image: image288.wmf]1

-

- унарная, [image: image289.wmf]eG

Î

 называется мультипликативной группой, если выполня​ются следующие аксиомы:

1) Операция умножения ассоциативна, то есть [image: image290.wmf](, , )

abcG

"Î

 [image: image291.wmf]()()

abcabc

´´=´´

.

2) Аксиома существования правого единичного элемента: [image: image292.wmf]()

aG

"Î

 [image: image293.wmf]aea

´=

.

3) Аксиома существования правого обратного элемента: [image: image294.wmf]()

aG

"Î

 [image: image295.wmf]1

aae

-

´=

.

Определение. Группа называется коммутативной, если операция [image: image296.wmf]´

- коммутативна, то есть [image: image297.wmf](, )

abG

"Î

  [image: image298.wmf]abba

´=´

.
п.2. Примеры групп.
Аддитивные группы.

1) Рассмотрим множество натуральных чисел и операции [image: image299.wmf], , 0

+-

 [image: image300.wmf](, , , 0)

N

+-

. [image: image301.wmf]+

- бинарная операция на множестве [image: image302.wmf]N

 (сумма двух натураль​ных чисел – натуральное число), [image: image303.wmf]-

- не является унарной опера​цией на множестве [image: image304.wmf]N

, [image: image305.wmf]0

N

Ï

 [image: image306.wmf]Þ

 [image: image307.wmf](, , , 0)

N

+-

- не является алгеброй [image: image308.wmf]Þ

 не группа.

2) [image: image309.wmf](, , , 0)

Z

+-

. [image: image310.wmf]+

- бинарная операция на множестве [image: image311.wmf]Z

, [image: image312.wmf]-

- унарная операция на множестве [image: image313.wmf]Z

, [image: image314.wmf]0

Z

Î

 [image: image315.wmf]Þ

 [image: image316.wmf](,,,0)

Z

+-

 является алгеброй. Проверим аксиомы аддитивной группы:

· [image: image317.wmf](, , )

abcZ

"Î

 [image: image318.wmf]()()

abcabc

++=++

- выполняется по свойствам целых чисел.

· [image: image319.wmf]()

aZ

"Î

 [image: image320.wmf]0

aa

+=

- выполняется по свойствам целых чисел.

· [image: image321.wmf]aZ

"Î

 [image: image322.wmf]()

aaa

+-=

- выполняется по свойствам целых чисел.

Значит, [image: image323.wmf](, , , 0)

Z

+-

 являются группой, абелева группа, так как [image: image324.wmf]abba

+=+

 бесконечная группа называется аддитивной группой целых чи​сел.

3) [image: image325.wmf](, , , 0)

R

+-

. [image: image326.wmf]+

- бинарная операция, [image: image327.wmf]-

- унарная операция, [image: image328.wmf]0

R

Î

 [image: image329.wmf]Þ

 [image: image330.wmf](, , , 0)

R

+-

 является алгеброй.

· [image: image331.wmf](, , )

abcR

"Î

 [image: image332.wmf]()()

abcabc

++=++

- выполняется по свойствам дейст​вительных чисел.

· [image: image333.wmf]()

aR

"Î

 [image: image334.wmf]0

aa

+=

 выполняется по свойствам действительных чисел.

· [image: image335.wmf]()

aR

"Î

 [image: image336.wmf]()0

aa

+-=

.

Значит [image: image337.wmf](,,,0)

R

+-

  является группой, абелева группа, [image: image338.wmf](, )

abR

"Î

 [image: image339.wmf]abba

+=+

, бесконечная группа называется аддитивной группой действи​тельных чисел.

4) [image: image340.wmf](,,,0)

Y

+-

. [image: image341.wmf]0

Y

Ï

 [image: image342.wmf]Þ

 не является алгеброй [image: image343.wmf]Þ

 не является группой.
Мультипликативные группы.

1) [image: image344.wmf]-1

(, , , 1)

N

´

. [image: image345.wmf]´

-бинарная операция на множестве [image: image346.wmf]N

, [image: image347.wmf]1

-

- не явля​ется унарной операцией на множестве [image: image348.wmf]N

, [image: image349.wmf]1

N

Î

 [image: image350.wmf]Þ

 не является алгеброй [image: image351.wmf]Þ

 не является группой.

2) [image: image352.wmf]1

(, , , 1)

Z

-

´

 не является алгеброй [image: image353.wmf]Þ

 не является группой, так как [image: image354.wmf]1

-

 не является унарной операцией.

3) [image: image355.wmf]1

(,,,1)

Q

-

´

. [image: image356.wmf]´

- бинарная операция на множестве [image: image357.wmf]Q

, [image: image358.wmf]1

-

- не является унарной операцией [image: image359.wmf]Þ

 не является алгеброй [image: image360.wmf]Þ

 не является группой.

4) [image: image361.wmf]{

}

1

(\0, , , 1)

Q

-

´

. [image: image362.wmf]´

- бинарная операция на множестве [image: image363.wmf]{

}

\0

Q

, [image: image364.wmf]1

-

- унарная операция на множестве [image: image365.wmf]{

}

\0

Q

, [image: image366.wmf]{

}

1\0

Q

Î

[image: image367.wmf]Þ

 [image: image368.wmf]{

}

1

(\0,,,1)

Q

-

´

 является алгеброй [image: image369.wmf]Þ

 является группой, так как аксиомы выполняются по свойствам рациональных чисел коммутативная бесконечная группа называется муль​типликативной группой не равных [image: image370.wmf]Æ

 рациональных чисел.

5) [image: image371.wmf]1

(, , , 1)

R

-

´

. [image: image372.wmf]´

- бинарная операция на множестве [image: image373.wmf]R

, [image: image374.wmf]1

-

- не явля​ется унарной операцией на множестве [image: image375.wmf]R

, [image: image376.wmf]1

R

Î

 [image: image377.wmf]Þ

 не алгебра [image: image378.wmf]Þ

 не группа.

6) Симметрическая группа множества [image: image379.wmf]A

, где [image: image380.wmf]A

¹Æ

. [image: image381.wmf]{

}

|:

GffAA

=®

 биекция. Рассмотрим [image: image382.wmf]1

(, , , )

YG

-

=I

o

, где [image: image383.wmf]o

- бинарная операция на множестве [image: image384.wmf]G

 (по определению биекции), [image: image385.wmf]1

-

- унарная опера​ция на множестве [image: image386.wmf]G

, [image: image387.wmf]G

IÎ

 (из определения тождественной функции и биек​ции) [image: image388.wmf]Þ

 является алгеброй.

Проверим аксиомы групп:

·  [image: image389.wmf]o

- ассоциативная операция.

·  [image: image390.wmf]ff

I=

o

 [image: image391.wmf]()

fG

"Î

 свойство [image: image392.wmf]I


· [image: image393.wmf]()

fG

"Î

 [image: image394.wmf]1

ff

-

=I

o

 свойство обратной функции [image: image395.wmf]1

(, , , )

YG

-

=I

o

 - группа. 

Если множество [image: image396.wmf]A

- конечное множество, то группа [image: image397.wmf]Y

- конечная группа и её порядок равен [image: image398.wmf]||

A

. Если множество [image: image399.wmf]A

- бесконечное, то [image: image400.wmf]Y

- бес​конечная группа. Если в множестве [image: image401.wmf]Ar

£

элементов, то группа коммута​тивна. Группа [image: image402.wmf]Y

 называется симметричной группой множества [image: image403.wmf]A

.

7) Группа вращений и симметрии правильного треугольника. 

[image: image2280.wmf]1

G

I - группа вращений правильного треуголь​ника. 

Под вращением треугольника понимается поворот, который вершины переводит в вершины.
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Составим таблицу умножения (роль умножения выполняет композиция)
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Из таблицы видим, что композиция элементов множества [image: image413.wmf]3
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 множеству [image: image414.wmf]3
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, значит композиция – бинарная операция.
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 унарная операция на множестве [image: image418.wmf]3
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Тождественное вращение с [image: image419.wmf]3
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, тогда [image: image420.wmf](

)

1

33

,,,

nn

-

=I

o

 является алгеброй.
Проверим аксиомы группы:

1) Операция композиция ассоциативна на произведение множеств, а значит, ассоциативна на множестве [image: image421.wmf]3
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 по свойству обратной функции.
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 является группой, это конечная группа третьего порядка, коммутативная группа (таблица симметрична относи​тельно главной диагонали).

II – группа вращений и симметрии правильного треугольника.
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Рассмотрим множество [image: image433.wmf]{
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Построим таблицу умножения (для операции композиции)
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[image: image446.wmf]o

- бинарная операция.
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[image: image448.wmf]Þ
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 унарная операция.
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- алгебра. Аксиомы группы на множестве выполняются.

Операция композиция не коммутативна (не симметрична) [image: image452.wmf]1111
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Конечная группа шестого порядка называется группой вращения и симметрии правильного треугольника.

п.3. Простейшие свойства групп.

Пусть [image: image453.wmf]1
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 мультипликативная группа.

Свойства.
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, то есть правый обратный элемент [image: image456.wmf]a

 является ле​вым обратным элементом к [image: image457.wmf]a
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 то есть правый единичный является левым единич​ным элементом.
Доказательство. Левая часть равна [image: image463.wmf](
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Доказательство.
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То есть существует и единственен правый, существует и единственен левый обратный элементы.
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То есть существует и единственен правый, существует и единственен левый единичные элементы.
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Доказательство.
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Доказательство.
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 равна правой части.

Проверим, что решение единственно: пусть [image: image498.wmf]1
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Проверим, что решение уравнения единственно: Пусть [image: image507.wmf]1
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Доказательство.
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п.4. Гомоморфизмы групп.
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То есть [image: image525.wmf]j

 сохраняет операции в группе [image: image526.wmf]Y
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Определение. Гомоморфизмом группы [image: image535.wmf](
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Определение. Гомоморфизмом группы [image: image543.wmf](
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Пример.
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Проверим, что [image: image554.wmf]j
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Значит [image: image560.wmf]j

- гомоморфизм.
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Значит [image: image570.wmf]j

- гомоморфизм группы [image: image571.wmf]Y
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- гомо​морфизм групп.

Доказательство. Проверим, что [image: image579.wmf]j

 обладает тремя свойствами опреде​ления гомоморфизма. Одно свойство дано в условии. Докажем, что [image: image580.wmf]()
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Значит [image: image592.wmf]j

- гомоморфизм групп.

п.5. Изоморфизмы групп.

Пусть [image: image593.wmf], 
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- мультипликативные группы.

Определение. Отображение [image: image594.wmf]:
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 называется изоморфизмом групп, если [image: image595.wmf]j

 обладает двумя свойствами: [image: image596.wmf]j

- биекция и [image: image597.wmf]j

- гомоморфизм групп.

Если существует изоморфизм группы [image: image598.wmf]Y

 на [image: image599.wmf]H

, то группы называ​ются изоморфными.

п.6. Подгруппы.
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abH

"Î

  [image: image616.wmf]()

abH

+Î

. 

Говорят, что [image: image617.wmf]H

- замкнуто относительно операции [image: image618.wmf]-

, если [image: image619.wmf]()

aH

"Î

 [image: image620.wmf]()

aH

-Î

.

Теорема. Пусть [image: image621.wmf]1

(, , , )

YGe

-

=´

- мультипликативная группа, [image: image622.wmf]HG

Í

, [image: image623.wmf]H

¹Æ

.

Если [image: image624.wmf]H

- замкнуто относительно бинарной операции [image: image625.wmf]´

 и унарной опе​рации [image: image626.wmf]1

-

, то [image: image627.wmf]1

(, , , )

He

-

H=´

- группа, которая называется подгруппой группы [image: image628.wmf]1

(, , , )

YGe

-

=´

.

Доказательство.

Так как [image: image629.wmf]H

- замкнуто относительно бинарной операции [image: image630.wmf]´

 и унарной операции [image: image631.wmf]1

-

, то [image: image632.wmf]´

- бинарная операция на множестве [image: image633.wmf]H

, а [image: image634.wmf]1

-

- унарная опера​ция на множестве [image: image635.wmf]H

. 

Проверим, что [image: image636.wmf]eH

Î

. Так как [image: image637.wmf]H

¹Æ

, то [image: image638.wmf]aH

$Î

[image: image639.wmf]Þ

[image: image640.wmf]1

aH

-

$Î

 (так как операция [image: image641.wmf]1

-

- унарная операция). Имеем [image: image642.wmf]1

eaaH

-

=´Î

 (так как [image: image643.wmf]´

- бинарная операция на множестве [image: image644.wmf]H

) [image: image645.wmf]Þ

 [image: image646.wmf]eH

Î

. Проверено, что [image: image647.wmf]1

(, , , )

He

-

H=´

- алгебра.

Проверим, что [image: image648.wmf]H

- группа.

Все аксиомы группы на множестве [image: image649.wmf]H

 выполнены, так как [image: image650.wmf]HG

Í

. Поэтому [image: image651.wmf]H

- группа.

Пример. 

Рассмотрим аддитивную группу целых чисел [image: image652.wmf](, , , )

Z

+-Æ

, найдём подгруппы этой группы. Из теории следует, что для того, чтобы найти подгруппу, необходимо найти [image: image653.wmf]H

, замкнутое относительно операций [image: image654.wmf]+

 и [image: image655.wmf]-

.

1) Пусть [image: image656.wmf]{0}

H

=

; [image: image657.wmf]({0}, , , 0)

+-

- подгруппа.

2) [image: image658.wmf]HZ

=

 [image: image659.wmf](, , , 0)

Z

+-

- подгруппа (то есть сама группа является своей подгруппой)

3) [image: image660.wmf]1

{, 0, 1}

H

-

=

- это множество не замкнуто относительно операции [image: image661.wmf]+

: [image: image662.wmf]1(1)2

H

-+-=-Ï

[image: image663.wmf]Þ

[image: image664.wmf](, , , 0)

H

+-

- не образует подгруппу.

4) Рассмотрим множество [image: image665.wmf]2

{...,4,2, 0, 2, 4, 6,...}

Z

=--

- множество це​лых чётных чисел (делящихся на целое число 2). Множество [image: image666.wmf]2

Z

- замкнуто[image: image667.wmf]Þ

 [image: image668.wmf]2

(, , , 0)

Z

+-

- подгруппа аддитивной группы целых чи​сел.

5) Рассмотрим [image: image669.wmf]3

{...,6,3, 0, 3, 6, 9,...}

Z

=--

- множество целых чисел, кратных числу 3. Это множество замкнуто относительно операций [image: image670.wmf]+

 и [image: image671.wmf]-

, значит [image: image672.wmf]3

(, , , 0)

Z

+-

- подгруппа аддитивной группы целых чи​сел.
§4. Подстановки

п.1. Симметрическая группа степени n.

Обозначим [image: image673.wmf]{1, 2,..., }

An

=

, где [image: image674.wmf]nN

Î

.

Определение. Симметрическая группа, определённая на множестве [image: image675.wmf]A

, называется симметрической группой степени [image: image676.wmf]n

. Элементами этой группы являются биекции, которые множество [image: image677.wmf]{1, 2,..., }{1, 2,..., }

nn

®

, ко​торые называются подстановками степени [image: image678.wmf]n

.

По традиции подстановки принято обозначать маленькими грече​скими буквами. Пусть [image: image679.wmf]n

S

- множество всех подстановок степени [image: image680.wmf]n

. [image: image681.wmf]:{1, 2,..., }{1, 2,..., }

n

Snn

tt

ÎÛ®

, [image: image682.wmf]t

- биекция. Подстановки принято запи​сывать в виде таблицы из двух строк в следующем виде: [image: image683.wmf]t

=

[image: image684.wmf]123...

(1)(2)(3)...()

n

n

tttt

æö

ç÷

ç÷

èø

. Каждая подстановка [image: image685.wmf]t

 степени [image: image686.wmf]n

 кодиру​ется кортежем [image: image687.wmf]((1), (2),..., ())

n

ttt

, который является перестановкой [image: image688.wmf]n

-ого множества [image: image689.wmf]A

, поэтому число всех подстановок степени [image: image690.wmf]n

 равно [image: image691.wmf]!

n

, то есть [image: image692.wmf]!

n

Sn

=


Определение. Умножением подстановок называется их композиция.
Определение. Единичной (тождественной) подстановкой называется подстановка [image: image693.wmf]12...

12...

n

n

e

æö

ç÷

ç÷

èø

=

. Единичная подстановка все элементы остав​ляет на месте. Для каждой подстановки [image: image694.wmf]t

 определена обратная подста​новка [image: image695.wmf]1

t

-

=

[image: image696.wmf](1)(2)...()

12...

n

n

ttt

æö

ç÷

ç÷

èø


Теорема 1. Алгебра, определенная на множестве [image: image697.wmf]1

(, , , )

n

S

e

-

o

 есть группа, которая называется группой подстановок степени [image: image698.wmf]n

, порядок группы равен [image: image699.wmf]!

n

.

п.2. Чётные и нечётные подстановки.

Пусть [image: image700.wmf]nN

Î

, [image: image701.wmf]n

S

t

Î

[image: image702.wmf]Û

[image: image703.wmf]t

=

[image: image704.wmf]123...

(1)(2)(3)...()

n

n

tttt

æö

ç÷

ç÷

èø


Определение. Пусть [image: image705.wmf](, )

ij

- упорядоченная пара такая, что [image: image706.wmf]1

ijn

£<£

. Пара [image: image707.wmf](, )

ij

 называется инверсией подстановки [image: image708.wmf]t

, если [image: image709.wmf]()()

ij

tt

>


Определение. Подстановка [image: image710.wmf]t

 называется чётной, если она содержит чётное число инверсий [image: image711.wmf]e

.

 [image: image712.wmf]5

4

, 

tt

- чётные подстановки. 

Подстановка [image: image713.wmf]t

 называется нечётной, если она содержит нечётное число инверсий 

[image: image714.wmf]236

, , 

ttt

- не чётные подстановки.

Определение. Транспозицией называются те подстановки, которые переставляют только два элемента множества [image: image715.wmf]{1, 2,..., }

An

=

. Другими сло​вами, транспозициями называют подстановки [image: image716.wmf]t

 вида [image: image717.wmf]t

=

 [image: image718.wmf]12.........

12.........

ijn

jin

æö

ç÷

ç÷

èø

=

, где [image: image719.wmf]ij

<

, [image: image720.wmf]ij

®

, [image: image721.wmf]ji

®

 и все элементы, нерав​ные [image: image722.wmf]i

, [image: image723.wmf]j

 остаются на месте под действием подстановки [image: image724.wmf]t

.

Пример. 

[image: image725.wmf]3

123

213

t

æö

ç÷

ç÷

èø

=

 является транспозицией.

[image: image726.wmf]4

123

231

t

æö

ç÷

ç÷

èø

=

 не является транспозицией.

Лемма 1. Любая транспозиция есть нечётная подстановка.

Доказательство. Рассмотрим транспозицию [image: image727.wmf]t

, имеющую вид [image: image728.wmf]12.........

12.........

ijn

jin

t

æö

ç÷

ç÷

èø

=

  [image: image729.wmf]ij

ijji

<

®Ù®

 [image: image730.wmf]Û

 [image: image731.wmf]11

()

ij

t

=

  [image: image732.wmf]11

()

ji

t

=

.

Рассмотрим пару [image: image733.wmf](, )

ij

, где [image: image734.wmf]1

ijn

£<£

.

I. Если [image: image735.wmf]11

, , 

ijij

¹

, то [image: image736.wmf]()

()()

()

ii

ij

jj

t

tt

t

=

Þ<

=

[image: image737.wmf]Þ

 [image: image738.wmf](, )

ij

- не инверсия,

значит инверсией могут быть только те пары [image: image739.wmf](, )

ij

, где [image: image740.wmf]i

 или [image: image741.wmf]j

 совпадают с одним из чисел [image: image742.wmf]1

i

 или [image: image743.wmf]1

j

.

II. Пусть [image: image744.wmf]1

ji

=

, [image: image745.wmf]11

ij

<

 (так как [image: image746.wmf]t

- транспозиция). Тогда для пары

[image: image747.wmf]1

(, )(, )

ijii

=

 имеем [image: image748.wmf]111

()()()

iijijij

ttt

=<=<==

[image: image749.wmf]Û

[image: image750.wmf]()()

ij

tt

<

 [image: image751.wmf]Þ

 пары [image: image752.wmf]1

(, )(, )

ijii

=

 не образуют инверсию.

III. Пусть [image: image753.wmf]1

jj

=

, [image: image754.wmf]11

ij

<

. Для пары [image: image755.wmf](, )

ij

, где [image: image756.wmf]1

jj

=

 возможны случаи:

а) пусть [image: image757.wmf]1

ii

<

, [image: image758.wmf]11

()

()()

ii

jji

t

tt

=

==

 [image: image759.wmf]Þ

 [image: image760.wmf]1

()()()

ijj

ttt

<=

 [image: image761.wmf]Þ

 пары [image: image762.wmf]1

(, )(, )

ijij

=

, где [image: image763.wmf]1

ii

<

 инверсии не образуют.

б) [image: image764.wmf]1

ii

³

, [image: image765.wmf]1

jj

=

 имеем, если [image: image766.wmf]1

ii

=

, то пара [image: image767.wmf]11

(, )(, )

ijij

=

- инверсия.

Если [image: image768.wmf]1

ii

>

, то [image: image769.wmf]111

()()()

iijjiii

ttt

=Ù==Ù>

[image: image770.wmf]Þ

[image: image771.wmf]()()

ij

tt

>

, значит все пары [image: image772.wmf](, )

ij

 такие, что [image: image773.wmf]11

jjiiji

=Ù³Ù>

 будут инверсиями. Число таких пар равно числу целых чисел на полуоткрытом интервале [image: image774.wmf]11

, 

ij

éé

ëë

, потому что число инверсий указанного вида будет [image: image775.wmf]11

ji

-

.

Мы подсчитали число инверсий [image: image776.wmf](, )

ij

 таких, что [image: image777.wmf]1

ji

=

 или [image: image778.wmf]1

jj

=

.

Подсчитаем теперь число инверсий [image: image779.wmf](, )

ij

 таких, что [image: image780.wmf]1

ji

¹

 и [image: image781.wmf]1

jj

¹

, воз​можны случаи:

IV. [image: image782.wmf]1

ii

=

, [image: image783.wmf]1

jj

<

 имеем [image: image784.wmf]1

1

()()

()

iij

jj

jj

tt

t

==

=

<

 [image: image785.wmf]Þ

 [image: image786.wmf]()()

ji

tt

<

. Все такие пары образуют инверсию, число таких инверсий равно числу целых чисел в интервале [image: image787.wmf]11

, 

ij

ùé

ûë

, поэтому число таких инверсий равно [image: image788.wmf]11

1

ji

--


V. [image: image789.wmf]1

ii

=

, [image: image790.wmf]1

jj

>

, [image: image791.wmf]11

1

()()

()

iij

jjj

tt

t

==

=>

 [image: image792.wmf]Þ

[image: image793.wmf]()()

ji

tt

>

, значит такие пары не образуют инверсии.

VI. [image: image794.wmf]1

ij

=

 имеем [image: image795.wmf]1

1

()()

()

iji

jj

ij

tt

t

==

=

<

 [image: image796.wmf]Þ

 [image: image797.wmf]()()

ij

tt

<

, значит такие пары не образуют инверсии.

Следовательно, общее число инверсий в транспозиции [image: image798.wmf]111111

()(1)2()1

jijiji

t

=-+--=--

- это число нечётное, значит транспози​ция [image: image799.wmf]t

 нечётная подстановка.                                                Лемма доказана.
п.3. Знак подстановки.

Пусть [image: image800.wmf]nN

Î

, [image: image801.wmf]n

S

- множество всех подстановок степени [image: image802.wmf]n

.

Определение. Функция [image: image803.wmf]:

signRR

®

 и [image: image804.wmf]1,0

0,0

1,0

еслиa

signa

еслиa

еслиa

ì

ï

í

ï

î

>

==

-<

 называ​ется знаком числа [image: image805.wmf]a

.


[image: image806]

Теорема 1. [image: image807.wmf](, )

abR

"Î

 [image: image808.wmf]sign

[image: image809.wmf]()

ab

[image: image810.wmf]=

[image: image811.wmf]sign

[image: image812.wmf]a

[image: image813.wmf]´

[image: image814.wmf]sign

[image: image815.wmf]b

. Знак произведения равен произведению знаков.

Доказательство.

1) если [image: image816.wmf]0

a

=

 или [image: image817.wmf]0

b

=

, то [image: image818.wmf]0

ab

´=

 и знак числа равен 0

2) пусть [image: image819.wmf]0

a

¹

 и [image: image820.wmf]0

b

¹

. Возможны случаи:

а) [image: image821.wmf]000

abab

>Ù>Þ´>

 [image: image822.wmf]111

()()()

signabsignasignb

===

=´

142431424314243

 [image: image823.wmf](111111)

=´=Û=


б) [image: image824.wmf]000

baab

<Ù<Þ´>

 [image: image825.wmf]111

()()()

signabsignasignb

==-=-

=´

142431424314243

 [image: image826.wmf](11(1)1

=-´-=Û

 [image: image827.wmf]11)

Û=


в)[image: image828.wmf]000

abab

>Ù<Þ´<

 [image: image829.wmf]()()()

111

signabsignasignb

=´

=-==-

142431424314243

 [image: image830.wmf](11(1)1

-=´-=-Û

 [image: image831.wmf]11)

Û-=-


г) [image: image832.wmf]000

abab

<Ù>Þ´<

 [image: image833.wmf]111

()()()

signabsignasignb

=-=-=

=´

142431424314243

 [image: image834.wmf](1111

-=-´=-Û

 [image: image835.wmf]11)

Û-=-


Определение. Функцией знак подстановки называется функция [image: image836.wmf]:

n

sgnSR

®

 [image: image837.wmf]1,

sgn

1,

есличетная

еслинечетная

t

t

t

ì

í

î

-

=

--

.

Свойства знаков подстановок.

Пусть [image: image838.wmf]{1, 2,..., }

An

=


1) [image: image839.wmf]sgn

()()

{,}

ij

sign

ij

ijA

ij

t

tt

-

=

Õ

-

Í

¹

. Знак подстановки [image: image840.wmf]t

 равен произведе​нию знаков чисел [image: image841.wmf]()()

ij

ij

tt

-

-


Доказательство. Рассмотрим пару [image: image842.wmf](, )

ij

, где [image: image843.wmf]1

ijn

£<£

. Пусть пара [image: image844.wmf](, )

ij

- инверсия, тогда числитель и знаменатель дроби [image: image845.wmf]0

()()

ij

ij

tt

-

<

-

 имеют разные знаки, тогда [image: image846.wmf]1

()()

ij

sign

ij

tt

-

=-

-

. Если пара [image: image847.wmf](, )

ij

 не является инвер​сией в подстановке [image: image848.wmf]t

, то [image: image849.wmf]0

()()

ij

ij

tt

-

>

-

, тогда [image: image850.wmf]1

()()

ij

sign

ij

tt

-

=

-

, поэтому [image: image851.wmf](1)

()()

{,}

ij

l

sign

ij

ijA

ij

tt

-

=-

Õ

-

Í

¹

, где [image: image852.wmf]l

 - число инверсий, поэтому [image: image853.wmf]sgn

()()

{,}

ij

sign

ij

ijA

ij

t

tt

-

=

Õ

-

Í

¹

.

2) знак произведения двух подстановок равен произведению знаков этих подстановок, то есть [image: image854.wmf](, )

n

S

td

"Î

 [image: image855.wmf]sgn()sgnsgn

tdtd

=´

.
Доказательство. Запишем [image: image856.wmf](1)(2)...()

((1))((2))...(())

n

n

ddd

t

tdtdtd

æö

ç÷

ç÷

èø

=

, тогда [image: image857.wmf]()()

(())(())()()

{,}

ijij

sngsngsignsign

ijij

ijA

ij

dd

td

tdtddd

=

--

´=´
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--

Í

¹

[image: image858.wmf]sgn

(())(())
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ij

sign

ij

ijA

ij
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tdtd

-

==

Õ

-

Í

¹


Теорема 2. Функция знак подстановки обладает свойствами:

1) [image: image859.wmf](, )

n

S

td

"Î

  [image: image860.wmf]sgn()sgnsgn

tdtd

=´


2) если [image: image861.wmf]t

- транспозиция, то [image: image862.wmf]sgn1

t

=-


3) [image: image863.wmf]()

n

S

t

"Î

  [image: image864.wmf]1

sgnsgn

tt

-

=


4) [image: image865.wmf](, )

n

S

td

"Î

 если [image: image866.wmf]t

- транспозиция, то знак подстановки [image: image867.wmf]sgn()sgn

tdd

=-


Доказательство. 

Пусть [image: image868.wmf]n

S

e

Î

, [image: image869.wmf]e

- единичная подстановка, [image: image870.wmf]sgn1

e

=

. Справедливо равенство: [image: image871.wmf]11

sgnsgnsgn

tteett

--

´=Þ=´

 ([image: image872.wmf]1

sgnsgn

tt

-

´

- должны быть одного знака) [image: image873.wmf]Þ

[image: image874.wmf]1

sgnsgn

tt

-

=

.

[image: image875.wmf]sgn()sgnsgnsgn

tdtdd

=´=-


Следствие 1. Произведение подстановок одинаковой чётности – чётная подстановка.

Следствие 2. Произведение подстановок разной чётности – не чёт​ная подстановка.

Следствие 3. Множество чётных подстановок относительно опера​ций [image: image876.wmf]1

(, , )

e

-

´

- единичные подстановки образуют группу – группу чётных подстановок.

п.4. Разложение подстановок. Произведение циклов.

Определение. Подстановка [image: image877.wmf]n

S

t

Î

 называется циклом, если сущест​вует [image: image878.wmf]1

,...,

n

iin

£

: [image: image879.wmf]12

()

ii

t

=

, [image: image880.wmf]23

1

(),..., ()

kk

iiii

tt

-

==

, [image: image881.wmf]1

()

k

ii

t

=

 а остальные эле​менты [image: image882.wmf]t

 остаются на месте. Цикл записывается в виде [image: image883.wmf]12

(, ,..., )

k

iii

t

=

, [image: image884.wmf]k

- длина цикла. Каждая транспозиция является циклом длины 2.

Определение. Два цикла называются независимыми, если они не имеют общих действительно перемещаемых символов.  [image: image885.wmf]1

12345678

(2, 8, 3, 6)

18645273

12345678

(1, 4, 5, 7)

42357618

t

t

æö

ç÷

ç÷

èø

æö

ç÷

ç÷

èø

==

==

 [image: image886.wmf]t

, [image: image887.wmf]1

t

- независимые циклы.

Свойства циклов.

1) каждая подстановка единственным образом с точностью до порядка сомножителей раскладывается произведением независимых циклов [image: image888.wmf]12345678

(1, 2)(3, 4, 5)(6, 8)

21453876

æö

ç÷

ç÷

èø

=´´


2) независимые циклы попарно коммутируют, то есть если [image: image889.wmf]1

t

 и [image: image890.wmf]2

t

- неза​висимые циклы, то [image: image891.wmf]1221

tttt

´=´


3) каждая подстановка есть произведение транспозиции: [image: image892.wmf]1211141312

1

(, ,..., )(, )(, )...(, )(, )(, )

kkk

iiiiiiiiiiiii

-

=´´´´´

 или [image: image893.wmf][image: image894.wmf]121223

1

(, ,..., )(, )(, )...(, )

kkk

iiiiiiiii

-

=´´´


Каждая перестановка множества [image: image895.wmf]{1,...,}

n

 может быть получена из перестановки [image: image896.wmf](1,...,)

n

 последовательной перестановкой двух элементов.

Доказательство. 

Докажем равенство [image: image897.wmf]12111413

1

(, ,..., )(, )(, )...(, )(, )

kkk

iiiiiiiiiii

-

=´´´´´

 [image: image898.wmf]12

(, )

ii

´

. Транспозиция- это цикл длины 2. Равенство [image: image899.wmf]12

(, ,..., )

k

iii

=

 [image: image900.wmf]11141312

1

(, )(, )...(, )(, )(, )

kk

iiiiiiiiii

-

=´´´´´

- это равенство функций. 

Область определения функций в левой и правой частях равенства равны. Проверим, что эти функции принимают одинаковые значения на одинаковых элементах. Значение левой подстановки от [image: image901.wmf]1

i

 равно [image: image902.wmf]2

i

 по опре​делению цикла. В правой части – композиция. Сначала на [image: image903.wmf]1

i

 действует внутренняя подстановка – она переводит [image: image904.wmf]1

i

 в [image: image905.wmf]2

i

, в следующих подстанов​ках нет [image: image906.wmf]2

i

, поэтому они оставляют [image: image907.wmf]2

i

 на месте, значит подстановка в пра​вой части [image: image908.wmf]1

i

 перевела в [image: image909.wmf]2

i

. Рассмотрим как действует подстановка на эле​мент [image: image910.wmf]2

i

. Левая подстановка [image: image911.wmf]2

i

 переводит в [image: image912.wmf]3

i

 по определению цикла. В пра​вой подстановке последняя внутренняя подстановка [image: image913.wmf]2

i

 переводит в [image: image914.wmf]1

i

, так как подстановка [image: image915.wmf]12

(, )

ii

- биекция. Предпоследняя внутренняя [image: image916.wmf]1

i

 перево​дит в [image: image917.wmf]3

i

. Следующие подстановки (транспозиции) [image: image918.wmf]3

i

 оставляют на месте, так как в них нет [image: image919.wmf]3

i

, значит правая подстановка [image: image920.wmf]2

i

 переводит в [image: image921.wmf]3

i

. Таким образом, значения левой и правой подстановок в равенстве равны. Рассмотрим как действуют подстановки на элемент [image: image922.wmf]3

i

. Левая подстановка [image: image923.wmf]3

i

 переводит в [image: image924.wmf]4

i

 (по определению цикла). Последняя внутренняя  [image: image925.wmf]3

i

 остав​ляет на месте, вторая внутренняя [image: image926.wmf]3

i

 переводит в [image: image927.wmf]1

i

, третья внутренняя [image: image928.wmf]3

i

 переводит в [image: image929.wmf]4

i

. Значит правая внутренняя подстановка [image: image930.wmf]3

i

 переводит в [image: image931.wmf]4

i

. Таким образом, значения левой и правой подстановок равенства на эле​менте [image: image932.wmf]3

i

 равны. 

Рассмотрим, как действуют подстановки на элемент [image: image933.wmf]k

i

. Левая подста​новка [image: image934.wmf]k

i

 переводит в [image: image935.wmf]1

i

 (по определению цикла), правая подстановка [image: image936.wmf]k

i

 переводит в [image: image937.wmf]1

i

. Получили, что числа [image: image938.wmf]1

,...,

k

ii

 правая и левая подстановки в равенстве [image: image939.wmf]1211141312

1

(, ,...,)(, )(, )...(, )(, )(, )

kkk

iiiiiiiiiiiii

-

=´´´´´

 переводят одинаково, остальные числа они оставляют на месте. То есть все одинаковые элементы подстановки в равенстве [image: image940.wmf]12

(, ,...,)

k

iii

=

 [image: image941.wmf]11141312

1

(, )(, )...(, )(, )(, )

kk

iiiiiiiiii

-

=´´´´´

 переводят одинаково.

Вывод: функции в равенстве [image: image942.wmf]121114

1

(, ,...,)(, )(, )...(, )

kkk

iiiiiiiii

-

=´´´´

 [image: image943.wmf]1312

(, )(, )

iiii

´´

 равны.

4) знак цикла [image: image944.wmf]1

12

sgn(, ,...,)(1)

k

k

iii

-

=-

 

Доказательство. В формуле [image: image945.wmf]121114

1

(, ,...,)(, )(, )...(, )

kkk

iiiiiiiii

-

=´´´´

 [image: image946.wmf]1312

(, )(, )

iiii

´´

 все транспозиции в правой части – нечётные подстановки. Их [image: image947.wmf]1

k

-

, тогда знак [image: image948.wmf]1

12

sgn(, ,...,)(1)

k

k

iii

-

=-

.

Пример. 

1) получить из перестановки [image: image949.wmf](1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8)

 другую переста​новку [image: image950.wmf](2, 1, 4, 5, 3, 8, 7, 6)

 последовательно переставляя по два элемента. 

Решение.

Составим подстановку: первую перестановку- в первую строку, вто​рую перестановку- во вторую строку. Разложим эту подстановку произве​дением циклов 

[image: image951.wmf]12345678

(1, 2)(3, 4, 5)(6, 8)(1, 2)(3, 4)(4, 5)

21453876
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ç÷

ç÷

èø

=´´=´´´

[image: image952.wmf](6, 8)

´

. 

В перестановке [image: image953.wmf](1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8)

 поменяем местами символы 6 и 8. Получим [image: image954.wmf](1, 2, 3, 4, 5, 8, 7, 6)

; меняем 4 и 5, получаем перестановку [image: image955.wmf](1, 2, 3, 5, 4, 8, 7, 6)

; меняем 3 и 4, получим [image: image956.wmf](1, 2, 4, 5, 3, 8, 7, 6)

; меняем 1 и 2, получим [image: image957.wmf](2, 1, 4, 5, 3, 8, 7, 6)

.

2) Получить из перестановки [image: image958.wmf](1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10)

 другую перестановку [image: image959.wmf](1, 3, 2, 7, 5, 4, 8, 6, 10, 9)

, последовательно переставляя по два элемента [image: image960.wmf]12345678910

(2, 3)(4, 7, 8, 6)

13275486109

æö

ç÷

ç÷

èø

=´´

 [image: image961.wmf](9, 10)(2, 3)(4, 7)(7, 8)(8, 6)(9, 10)

´=´´´´


[image: image962.wmf]9, 10

8, 6

7, 8

4, 7

2, 3

1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10

1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 10, 9

1, 2, 3, 4, 5, 8, 7, 6, 10, 9

1, 2, 3, 4, 5, 7, 8, 6, 10, 9

1, 2, 3, 7, 5, 4, 8, 6, 10, 9

1, 3, 2, 7, 5,

¾¾¾®

¾¾¾®

¾¾¾®

¾¾¾®

¾¾¾®

 4, 8, 6, 10, 9.


§5. Кольца. Примеры колец. Гомоморфизмы и изомор​физмы колец. Подкольца. Кольцо целых чисел

п.1. Понятие кольца.

Определение. Алгебра [image: image963.wmf](, , , , 0)

K

K=+´-

, где [image: image964.wmf], 

+´

- бинарные операции, [image: image965.wmf]-

- унарная операция, [image: image966.wmf]0

K

Î

 называется кольцом, если выпол​нены аксиомы.

I. [image: image967.wmf](, , , 0)

K

+-

- абелева группа.

1) [image: image968.wmf](, , )

abcK

"Î

  [image: image969.wmf]()()

abcabc

++=++


2) [image: image970.wmf]()

aK

"Î

  [image: image971.wmf]0

aa

+=


3) [image: image972.wmf]()

aK

"Î

  [image: image973.wmf]()0

aa

+-=


4) [image: image974.wmf](, )

abK

"Î

  [image: image975.wmf]abba

+=+


II. 1)  [image: image976.wmf](, , )

abcK

"Î

  [image: image977.wmf]()()

abcabc

´´=´´

- ассоциативность умножения.

2) законы дистрибутивности: [image: image978.wmf](, , )

abcK

"Î

 [image: image979.wmf]()

abcabac

´+=´+´

- ле​вый дистрибутивный закон, [image: image980.wmf](, , )

abcK

"Î

 [image: image981.wmf]()

bcabaca

+´=´+´

- правый дистрибутивный закон.

[image: image982.wmf](, , , 0)

K

+-

- называется аддитивной группой кольца.

Определение. Кольцо [image: image983.wmf](, , , , 0)

K

K=+´-

 называется кольцом с единицей [image: image984.wmf]e

, если существует [image: image985.wmf]eK

Î

  [image: image986.wmf]()

aK

"Î

  [image: image987.wmf]aeeaa

´=´=


Определение. Кольцо [image: image988.wmf](, , , , 0)

K

K=+´-

 называется коммутатив​ным, если [image: image989.wmf](, , )

abcK

"Î

  [image: image990.wmf]abba

´=´


Определение. Элементы [image: image991.wmf], 

abK

Î

 называются делителями [image: image992.wmf]0

, если [image: image993.wmf]000

abab

¹Ù¹Þ´=


Определение. Кольцо [image: image994.wmf](, , , , 0)

K

K=+´-

 называется областью целостности, если оно обладает свойствами:

1) Кольцо [image: image995.wmf](, , , , 0)

K

K=+´-

- коммутативно.

2) Кольцо [image: image996.wmf](, , , , 0)

K

K=+´-

 с единицей [image: image997.wmf]e

, где [image: image998.wmf]0

e

¹

.

3) Кольцо не имеет делителей нуля.

п.2. Примеры колец.

1) Рассмотрим [image: image999.wmf](, , , , 0)

Z

+´-

. Операции [image: image1000.wmf], 

+´

- бинарная операция на множестве [image: image1001.wmf]Z

, операция [image: image1002.wmf]-

- унарная операция на множестве [image: image1003.wmf]Z

, [image: image1004.wmf]0

Z

Î

, зна​чит [image: image1005.wmf](, , , , 0)

Z

+´-

- алгебра. Аксиомы кольца на множестве [image: image1006.wmf]Z

 выполнены, это следует из свойств целых чисел, значит [image: image1007.wmf](, , , , 0)

Z

+´-

- кольцо. Это кольцо с единицей 1, так как [image: image1008.wmf]1

Z

Î

 и [image: image1009.wmf]()

aZ

"Î

  [image: image1010.wmf]11

aaa

´=´=

. Это коммута​тивное кольцо, так как [image: image1011.wmf](, )

abZ

"Î

 [image: image1012.wmf]abba

´=´

. Это кольцо без делителей нуля. Кольцо целых чисел является областью целостности. 

2) Пусть [image: image1013.wmf]2

Z

- множество целых чётных чисел, [image: image1014.wmf]2

(, , , , 0)

Z

+´-

- алгебра, кольцо без единицы, коммутативное, без делителей нуля, не является областью целостности.

3) [image: image1015.wmf]2{2|, }

ZababZ

éù

ëû

=+Î

- проверим, будет ли на множестве [image: image1016.wmf](2, , , , 0)

Z

éù

ëû

+´-

- кольцо. 
[image: image1017.wmf](, , , )

abcdZ
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 [image: image1018.wmf](2)(2)()22

abcdacbdZ

éù

ëû

+++=+++Î

[image: image1019.wmf]Þ

 [image: image1020.wmf]+

- бинарная операция на множестве [image: image1021.wmf]2

Z

éù

ëû

.
[image: image1022.wmf](2)(2)(2)()22

abcdacbdadbcZ

éù

ëû

+´+=+++Î

[image: image1023.wmf]Þ

 [image: image1024.wmf]´

- бинарная операция на множестве [image: image1025.wmf]2

Z

éù

ëû

.
 [image: image1026.wmf](2)()22

ababZ

éù

ëû

-+=-+-Î

[image: image1027.wmf]Þ

 [image: image1028.wmf]-

- унарная операция на множестве [image: image1029.wmf]2

Z

éù

ëû

. [image: image1030.wmf]00022

Z

éù

ëû

=+Î

 

Значит [image: image1031.wmf](2, , , , 0)

Z

éù

ëû

+´-

- алгебра. 

Аксиомы кольца для данной алгебры выполнены, так как [image: image1032.wmf]2

ZR

éù

ëû

Í

, а на [image: image1033.wmf]R

 аксиомы выполнены (из свойств действительных чи​сел), значит [image: image1034.wmf](2, , , , 0)

Z

éù

ëû

+´-

- это кольцо.

[image: image1035.wmf]11022

Z

éù

ëû

=+Î

. [image: image1036.wmf](2)

aZ
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  [image: image1037.wmf]11

aaa

´=´=

. Кольцо с единицей [image: image1038.wmf]10

¹

- это коммутативное кольцо без делителей нуля, является областью целостности.
4) Пусть [image: image1039.wmf]{|:}

KffRR

=®

. Определим операции [image: image1040.wmf]()()

fgx

+´=

 [image: image1041.wmf]()()

fxgx

=+

, [image: image1042.wmf]xR

"Î

; [image: image1043.wmf]()()()()

fgxfxgx

´´=´

, [image: image1044.wmf]xR

"Î

. 
[image: image1045.wmf]()():

fgxRR

+´®

 

[image: image1046.wmf]()():

fgxRR

´´®


[image: image1047.wmf], 

+´

- бинарные операции на множестве [image: image1048.wmf]K

 

[image: image1049.wmf]()()()

fxfx

-=-

 [image: image1050.wmf]xR

"Î

 значит [image: image1051.wmf]:

fRR
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 [image: image1052.wmf]Þ

 [image: image1053.wmf]-

- унарная операция на множестве [image: image1054.wmf]K

. 

[image: image1055.wmf]:()

x
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  [image: image1056.wmf]xR

"Î

, [image: image1057.wmf]K

ÆÎ

, значит [image: image1058.wmf](, , , , )

K

+´-Æ

- алгебра. Прове​рим, является ли эта алгебра кольцом. Для этого проверим аксиомы кольца. Равенство [image: image1059.wmf]()()

fghfgh

++=++

- равенство функции: [image: image1060.wmf](())(())

DfghDfghR

++=++=

 из определения операций. Рассмотрим произведение [image: image1061.wmf]xR

"Î

, вычислим значения левой и правой частей от [image: image1062.wmf]x

 а)[image: image1063.wmf](())()()()()()()()

fghxfxghxfxgxhx

++=++=++

 б)[image: image1064.wmf](())()()()()()()()

fghxfgxhxfxgxhx

++=++=++

[image: image1065.wmf]Þ

 [image: image1066.wmf]Þ

[image: image1067.wmf](())()(())()

fghxfghx

++=++

. Аналогично проверяется, что все ак​сиомы кольца выполнены, значит [image: image1068.wmf](, , , , )

K

+´-Æ

 является кольцом. Это кольцо с единицей [image: image1069.wmf]1:1()1

x

=

 [image: image1070.wmf]xR

"Î

. Действительно, [image: image1071.wmf]()

fk

"Î

 [image: image1072.wmf]11

fff

´=´=

 (свойство единицы). Это коммутативное кольцо, так как [image: image1073.wmf](, )

fgk

"Î

 [image: image1074.wmf]fggf

´=´

. Покажем, что это кольцо с делителями нуля. Пусть [image: image1075.wmf]11

0, 0

:()

1,  0

еслиx

ffx

еслиx

ì

í

î

£

=

>

,  [image: image1076.wmf]22

1, 0

:()

0, 0

еслиx

ffx

еслиx

ì

í

î

£

=

>

, [image: image1077.wmf]1

f

¹Æ

, [image: image1078.wmf]2

f

¹Æ

 (нулевая функция). Вычислим [image: image1079.wmf]1212

0, 0

()()

0, 0

еслиx

ffxff

еслиx

ì

í

î

£

´=Þ´=Æ

>

 (равно нулевой функции). Значит [image: image1080.wmf]1

f

, [image: image1081.wmf]2

f

- делители нуля, значит кольцо [image: image1082.wmf](, , , , , 1)

K

+´-Æ

- не является областью целостности.

п.3. Простейшие свойства кольца.

1) Пусть [image: image1083.wmf](, , , , 0)

K

K=+´-

- кольцо. Выпишем и проверим аксиомы кольца:

2) [image: image1084.wmf]()

aK

"Î

  [image: image1085.wmf]()()0

aaaa

+-=-+=

. 

Доказательство. [image: image1086.wmf](, , , 0)

K

+-

- абелева группа, имеем [image: image1087.wmf]0()

aa

=+-=

 [image: image1088.wmf]()

aa

=-+


3) [image: image1089.wmf]()

aK

"Î

  [image: image1090.wmf]00

aaa

+=+=

. 

Доказательство. [image: image1091.wmf](, , , 0)

K

+-

- абелева группа, имеем [image: image1092.wmf]0

aa

=+=

 [image: image1093.wmf]0

a

=+

.

4) [image: image1094.wmf](, , )

abcK

"Î

, если [image: image1095.wmf]acbcab

+=+Þ=

, если [image: image1096.wmf]cacbab

+=+Þ=

. 
Доказательство. По закону сокращения в группе, определенной на множестве [image: image1097.wmf](, , , 0)

K

+-

.

5) [image: image1098.wmf](, )

abK

"Î

, если [image: image1099.wmf]0

abba

+=Þ=-

, если [image: image1100.wmf]0

baba

+=Þ=-

. 

Доказательство. Следует из свойства 4 групп.

6) [image: image1101.wmf](, )

abK

"Î

 если [image: image1102.wmf]0

abab

+=Þ=

, если [image: image1103.wmf]0

baab

+=Þ=

. 

Доказательство. Следует из 5 свойства групп.

7) [image: image1104.wmf]()

aK

"Î

  [image: image1105.wmf]()

aa

--=

. 

Доказательство. Следует из 6 свойства групп.

8) [image: image1106.wmf]()

aK

"Î

  [image: image1107.wmf]000

aa

´=´=

. 

Доказательство. Докажем, что [image: image1108.wmf]00

a

´=

.[image: image1109.wmf]0(00)

aa

´=´+=

 [image: image1110.wmf]0000

aaa

=´+´=´=

 
9) [image: image1111.wmf](, )

abK

"Î

 [image: image1112.wmf]()()

ababab

-´=´-=-

. 

Доказательство. Докажем, что [image: image1113.wmf]()

abab

-´=-

[image: image1114.wmf]Þ

 рассмотрим сумму [image: image1115.wmf]()(())00()

ababaabbabab

´+-´=+-´=´=Þ-´=-´

. Аналогично доказывается, что [image: image1116.wmf]()

abab

´-=-

.

10) [image: image1117.wmf](, )

abK

"Î

 [image: image1118.wmf]()()

abab

-´-=´

. Обозначение: [image: image1119.wmf](, )

abK

"Î

 [image: image1120.wmf]()

abab

-=+-

.

11) [image: image1121.wmf](, )

abK

"Î

 [image: image1122.wmf]()

abcacbc

-´=´-´

 (правый дистрибутивный закон), [image: image1123.wmf]()

cabcacb

´-=´-´

 (левый дистрибутивный закон). 

Доказательство. Правый дистрибутивный закон: левая часть равна [image: image1124.wmf]()(())()()()

abcabcacbcacbcacbc

-´=+-´=´+-´=´+-´=´+-´=

[image: image1125.wmf]acbc

=´-´

 равна правой части. Аналогично доказывается левый дистрибутивный закон.

12) [image: image1126.wmf](, )

abK

"Î

 [image: image1127.wmf]()

abab

-+=--

. 

Доказательство. Вычислим сумму [image: image1128.wmf]()()()

ababab

++--=++

 [image: image1129.wmf](()())(())(())0()

abaabbabab

+-+-=+-++-=Þ--=-+

.

п.4. Гомоморфизмы и изоморфизмы колец.

Дано два кольца [image: image1130.wmf](, , , , 0)

K

K=+´-

 и [image: image1131.wmf](, , , , 0)

L

L=+´-

.

Определение. Гомоморфизмом кольца [image: image1132.wmf]K

 в кольце [image: image1133.wmf]L

 называется функция [image: image1134.wmf]:

KL

j

®

 и обладающая свойствами:

1) [image: image1135.wmf](, )

abK

"Î

 [image: image1136.wmf]()()()

abab

jjj

+=+


2) [image: image1137.wmf](, )

abK

"Î

 [image: image1138.wmf]()()()

abab

jjj

´=´


3) [image: image1139.wmf](, )

abK

"Î

 [image: image1140.wmf]()()

aa

jj

-=-


4) [image: image1141.wmf](0)0

j

=


Другими словами, гомоморфизм колец – это отображения, сохра​няющие все операции кольца. Если [image: image1142.wmf]j

- гомоморфизм кольца [image: image1143.wmf]K

 в [image: image1144.wmf]L

, то [image: image1145.wmf]j

- гомоморфизм абелевых групп [image: image1146.wmf](, , , 0)

K

+-

 в группу [image: image1147.wmf](, , , 0)

L

+-

.

Теорема. Пусть [image: image1148.wmf](, , , , 0)

K

K=+´-

 и [image: image1149.wmf](, , , , 0)

L

L=+´-

- кольца и [image: image1150.wmf]:

KL

j

®

, обладающих свойствами:

1) [image: image1151.wmf](, )

abK

"Î

 [image: image1152.wmf]()()()

abab

jjj

+=+


2) [image: image1153.wmf]()()()

abab

jjj

´=´


Тогда [image: image1154.wmf]j

- гомоморфизм колец.

Доказательство. Из свойства [image: image1155.wmf]()()()

abab

jjj

+=+

 [image: image1156.wmf]Þ

 [image: image1157.wmf]j

 является го​моморфизмом групп [image: image1158.wmf](, , , 0)

K

+-

 и [image: image1159.wmf](, , , 0)

L

+-

, поэтому [image: image1160.wmf]j

 обладает свойствами: [image: image1161.wmf]()()

aa

jj

-=-

, [image: image1162.wmf](0)0

j

=

, значит по определению [image: image1163.wmf]j

- гомомор​физм колец.

Определение. Отображение [image: image1164.wmf]:

KL

j

®

 называется изоморфизмом кольца [image: image1165.wmf](, , , , 0)

K

K=+´-

 на [image: image1166.wmf](, , , , 0)

L

L=+´+

, если [image: image1167.wmf]j

 обладает свойст​вами:

1) [image: image1168.wmf]j

- гомоморфизм колец.

2) [image: image1169.wmf]j

- биекция.

Другими словами: изоморфизм – это гомоморфизм, являющийся биекцией.

п.5. Подкольца.

Пусть [image: image1170.wmf](, , , , 0)

K

K=+´-

- кольцо, [image: image1171.wmf]L

¹Æ

, [image: image1172.wmf]LK

Í

.

Определение. Множество [image: image1173.wmf]L

- замкнуто относительно операции [image: image1174.wmf]+

, если [image: image1175.wmf](, )

abL

"Î

 [image: image1176.wmf]()

abL

+Î

. 

Множество [image: image1177.wmf]L

- замкнуто относительно операции [image: image1178.wmf]´

, если [image: image1179.wmf](, )

abL

"Î

 [image: image1180.wmf]()

abL

´Î

. Множество [image: image1181.wmf]L

- замкнуто относительно операции [image: image1182.wmf]-

, если [image: image1183.wmf]()

aL

"Î

 [image: image1184.wmf]()

aL

-Î

.

Теорема. Пусть [image: image1185.wmf](, , , , 0)

K

K=+´-

- кольцо, [image: image1186.wmf]L

¹Æ

, [image: image1187.wmf]LK

Í

, если [image: image1188.wmf]L

- замкнуто относительно операции [image: image1189.wmf], , 

+´-

, то [image: image1190.wmf](, , , , 0)

L

L=+´-

- кольцо, которое называется подкольцом,  кольца [image: image1191.wmf]K

.

Доказательство. [image: image1192.wmf], 

+´

- бинарные операции, [image: image1193.wmf]-

- унарная операция, так как [image: image1194.wmf]L

- замкнутое множество. Так как [image: image1195.wmf]L

¹Æ

, то существует [image: image1196.wmf]aL

Î

, так как [image: image1197.wmf]L

- замкнуто относительно операции [image: image1198.wmf]-

, то [image: image1199.wmf]aL

-Î

 [image: image1200.wmf]Þ

 [image: image1201.wmf]0()

aaL

=+-Î

, значит [image: image1202.wmf](, , , , 0)

L

L=+´-

- алгебра, так как аксиомы выполнены на [image: image1203.wmf]K

, то они выполнены и на [image: image1204.wmf]L

, потому алгебра [image: image1205.wmf](, , , , 0)

L

+´-

- кольцо.

Теорема. Пусть [image: image1206.wmf](, , , , 0, 1)

K

K=+´-

- числовое кольцо с единицей 1, тогда оно содержит подкольцо целых чисел.

п.6. Аксиоматическое определение кольца целых чисел.

Алгебраическая система [image: image1207.wmf](, , , , 0, 1, )

ZN

+´-

, где [image: image1208.wmf], 

+´

 бинарные операции, [image: image1209.wmf]-

- унарная операция, [image: image1210.wmf]0

Z

Î

, [image: image1211.wmf]NZ

Í

, [image: image1212.wmf]1

N

Î

 называется системой целых чисел, если выполнены три группы аксиом:

I. [image: image1213.wmf](, , , 0)

Z

+-

- кольцо.
Абелева группа [image: image1214.wmf](, , , 0)

Z

+-


[image: image1215.wmf](, , )

abcK

"Î

 [image: image1216.wmf]()()

abcabc

++=++


[image: image1217.wmf]()

aK

"Î

 [image: image1218.wmf]()0

aa

+-=


[image: image1219.wmf]()

aK

"Î

 [image: image1220.wmf]aa

+Æ=


[image: image1221.wmf](, )

abK

"Î

 [image: image1222.wmf]abba

+=+


Аддитивная группа
[image: image1223.wmf](, , )

abcK

"Î

 [image: image1224.wmf]()()

abcabc

´´=´´


[image: image1225.wmf](, , )

abcK

"Î

 [image: image1226.wmf]()

abcacbc

+´=´+´


[image: image1227.wmf](, , )

abcK

"Î

 [image: image1228.wmf]()

cabcacb

´+=´+´


II. Множество [image: image1229.wmf]M

- замкнуто относительно операций [image: image1230.wmf], , 

+´-

 и алгебраическая система [image: image1231.wmf](, , , 1)

N

+´

 является системой натуральных чисел (системой Пеано).

1) Для [image: image1232.wmf]nN

"Î

, [image: image1233.wmf]'1

n

¹


2) Для [image: image1234.wmf], 

nmN

"Î

, [image: image1235.wmf]''

nmnm

=Þ=


3) Для [image: image1236.wmf]nN

"Î

, [image: image1237.wmf]'1

nn

=+


4) Для [image: image1238.wmf], 

nmN

"Î

, [image: image1239.wmf]()''

nmnm

+=+


5) Для [image: image1240.wmf], 

nmN

"Î

, [image: image1241.wmf]'

nmnmn

´=´+


6) Для [image: image1242.wmf]nN

"Î

, [image: image1243.wmf]1

nn

´=


7) Аксиома индукции: пусть [image: image1244.wmf]MN

Í

. Если множество [image: image1245.wmf]M

 удовлетворяет условиям:

а) [image: image1246.wmf]1

M

Î


б) [image: image1247.wmf]nN

"Î

, [image: image1248.wmf](1)

nMnM

Î®+Î

, то [image: image1249.wmf]MN

=


III. Аксиома минимальности.

Если [image: image1250.wmf]MZ

Í

 и обладает свойствами:

а) [image: image1251.wmf]NM

Í


б) [image: image1252.wmf](, )

abM

"Î

 [image: image1253.wmf]abM

-Î

, то [image: image1254.wmf]MZ

=

.

Свойства целых чисел.

Теорема 1. О делении с остатком.

[image: image1255.wmf]()

aZ

"Î

 [image: image1256.wmf]()

bN

"Î

 [image: image1257.wmf](, )

qrZ

$Î

 | [image: image1258.wmf]abqr

=+

, где [image: image1259.wmf]0

rb

£<

. Число [image: image1260.wmf]a

 называется делимым, [image: image1261.wmf]b

- делителем, [image: image1262.wmf]q

- частным, [image: image1263.wmf]r

- остатком при делении [image: image1264.wmf]a

 на [image: image1265.wmf]b

.

Доказательство. Докажем существование хотя бы одной пары чисел [image: image1266.wmf]q

, [image: image1267.wmf]r

. Для этого рассмотрим множество [image: image1268.wmf]{|}

MabqqZ

=-Î

. Множество [image: image1269.wmf]M

 содержит как отрицательные, так и неотрицательные числа, пусть [image: image1270.wmf]r

- наи​меньшее неотрицательное число в [image: image1271.wmf]M

, тогда [image: image1272.wmf]|

qZrabq

$Î=-

. Докажем, что [image: image1273.wmf]rb

<

, предположим противное [image: image1274.wmf]rb

³

. Рассмотрим число [image: image1275.wmf]rb

-

. [image: image1276.wmf](1)

0

rbabqabqM

rbb

-=-=-+Î

£-<

[image: image1277.wmf]Þ

 противоречие с выбором [image: image1278.wmf]r

. Доказано, что [image: image1279.wmf]rb

<

, [image: image1280.wmf]abqr

=+

. Докажем единственность чисел [image: image1281.wmf]r

 и [image: image1282.wmf]q

, пусть [image: image1283.wmf]abqr

=+

 [image: image1284.wmf]0

rb

£<

. [image: image1285.wmf]11

abqr

=+

, [image: image1286.wmf]1

0

rb

£<

. Докажем, что [image: image1287.wmf]1

rr

=

, предположим противное [image: image1288.wmf]1

rr

¹

. Пусть [image: image1289.wmf]1

rr

>

. Имеем [image: image1290.wmf]111

1

1

()|

0

0

rrbqqbrr

brrr

rrrb

-=-Þ-

>³->

<-£<

 [image: image1291.wmf]Þ

 противоречие, так как между числами [image: image1292.wmf]0, 

b

 нет чисел, делящихся на [image: image1293.wmf]b

. Доказано, что [image: image1294.wmf]1

rr

=

, если [image: image1295.wmf]1

rr

=

, то [image: image1296.wmf]1

bqbq

=

, а отсюда следует, что [image: image1297.wmf]1

qq

=

. Доказана единст​венность чисел [image: image1298.wmf]q

 и [image: image1299.wmf]r

.

§6. Поле. Примеры полей. Свойства полей. Поле рацио​нальных чисел

п.1. Определение поля.

Определение. Пусть [image: image1300.wmf](, , , , 0, 1)

P

R=+´-

- кольцо с единицей 1. Эле​мент [image: image1301.wmf]a

 из множества [image: image1302.wmf]P

 называется обратным в кольце [image: image1303.wmf]R

, если [image: image1304.wmf]$

[image: image1305.wmf]111

|1

aaaaa

---

ÎR´=´=

. [image: image1306.wmf]1

a

-

 называется обратным к [image: image1307.wmf]a

.

Примеры.

1) Рассмотрим кольцо целых чисел, то есть кольцо [image: image1308.wmf](, , , , 0, 1)

Z

+´-

, элемент 2 необратим в этом кольце, так как [image: image1309.wmf]1

2

Z

Ï

, элемент 5 необратим в кольце целых чисел. [image: image1310.wmf]1

±

- обратимые элементы в кольце целых чисел

2) Рассмотрим кольцо рациональных чисел [image: image1311.wmf](, , , , 0, 1)

Q

+´-

, обрати​мыми являются все элементы кроме [image: image1312.wmf]0

.

3) Рассмотрим кольцо действительных чисел, то есть кольцо [image: image1313.wmf](, , , , 0, 1)

R

+´-

, обратимыми являются все элементы кроме [image: image1314.wmf]0

.

Определение. Поле – это кольцо [image: image1315.wmf]R

, если:

1) [image: image1316.wmf]R

- коммутативное кольцо (операция [image: image1317.wmf]´

 коммутативна)

2) [image: image1318.wmf]R

- кольцо с единицей 1, единица [image: image1319.wmf]0

¹

.

3) Всякий ненулевой элемент кольца [image: image1320.wmf]R

 обратим.

Примеры полей.

1) [image: image1321.wmf](, , , , 0, 1)

Q

+´-

- поле рациональных чисел.

2) [image: image1322.wmf](, , , , 0, 1)

R

+´-

- поле действительных чисел. 

Это поля с бесконечным числом элементов. Рассмотрим поле с ко​нечным числом элементов.

Поле Галуа [image: image1323.wmf](2)

GF

- галуафилд. [image: image1324.wmf]{0, 1}

R=

; [image: image1325.wmf]01

¹

. Определим
операции сложения и умножения:
 [image: image1326.wmf]01

001

110

+

 И [image: image1327.wmf]01

000

101

´

 [image: image1328.wmf]Þ

 [image: image1329.wmf], 

+´

- бинарные операции, [image: image1330.wmf]-

- унарная

Из этой таблицы видно, что операция [image: image1331.wmf]+

- коммутативна, [image: image1332.wmf], 

+´

-бинар​ные операции, [image: image1333.wmf]-

- унарная операция, т.к. [image: image1334.wmf]00

-=

, [image: image1335.wmf]11

-=

.

п.2. Простейшие свойства поля.

Пусть [image: image1336.wmf](, , , , 0, 1)

P

R=+´-

- поле. Обозначение: [image: image1337.wmf](, )

ab

"ÎR

 [image: image1338.wmf]0

b

¹

 [image: image1339.wmf]1

a

ab

b

-

=´

 [image: image1340.wmf](, , , )

abcd

"ÎR

.

1) Если [image: image1341.wmf]1

ab

´=

, то [image: image1342.wmf]1

0

aba

-

¹Ù=

. 

Доказательство. Пусть [image: image1343.wmf]1

ab

´=

, докажем, что [image: image1344.wmf]0

a

¹

, то есть [image: image1345.wmf]0

a

=

, то​гда [image: image1346.wmf]0101

b

´=Þ=

 противоречие с аксиомой поля [image: image1347.wmf]Þ

[image: image1348.wmf]0

a

¹

. Если [image: image1349.wmf]0

a

¹

, то по аксиоме полей [image: image1350.wmf]$

[image: image1351.wmf]1

a

-

| [image: image1352.wmf]11

1

aaaa

--

´=´=

, [image: image1353.wmf]1

1

abaab

-

´=Þ´´=

 [image: image1354.wmf]11

1

aba

--

=´Þ=

.

2) Если [image: image1355.wmf]acbc

´=´

, [image: image1356.wmf]0

cab

¹Þ=

. [image: image1357.wmf]1

0

cc

-

¹Þ$

 умножим равенство [image: image1358.wmf]acbc

´=´

 справа на [image: image1359.wmf]1

c

-

, то есть [image: image1360.wmf]acbc

´=´Û

 [image: image1361.wmf]1111

()()()()11

accbccaccbccabab

----

Û´´=´´Û´´=´´Û´=´Û=

.

3) [image: image1362.wmf]000

abab

´=Þ=Ú=

. 

Доказательство. Если [image: image1363.wmf]0

a

¹

, то [image: image1364.wmf]$

[image: image1365.wmf]1

a

-

, умножая обе части равенства [image: image1366.wmf]0

ab

´=

 на [image: image1367.wmf]1

a

-

 слева, [image: image1368.wmf]111

0()0()0

abaabaaab

---

´=Û´´=´Û´´=Û

 [image: image1369.wmf]100

bb

Û´=Û=

.

4) В поле нет делителей 0. 

Доказательство. Следует из свойства 3, применяя законы контрапо​зиции: [image: image1370.wmf]()()

()

pqqp

pqpq

®ÛØ®Ø

Ø®ÛÙØ

, [image: image1371.wmf](00)00

abab

Ø=Ú=Û¹Ù¹

[image: image1372.wmf]Û

[image: image1373.wmf]0

ab

´¹

, зна​чит нет делителей нуля.

5) Каждое поле является областью целостности. 

Доказательство. Следует из определения поля и области целостно​сти.

6) [image: image1374.wmf]00

ac

adcbbd

bd

=Û´=´Ù¹Ù¹

. 

Доказательство. [image: image1375.wmf]1111

()()

ac

abcdabbdcdbd

bd

----

=Û´=´Û´´´=´´´Û

[image: image1376.wmf]1100

adcbadcbdb

Û´´=´´Û´=´Ù¹Ù¹

. Умножим обе части равен​ства справа на [image: image1377.wmf]111

()()()

bdabbdcdbdabbd

---

Þ´´´=´´´Þ´´´=

 [image: image1378.wmf]1

()

cddbadcb

-

=´´´Þ´=´

, где [image: image1379.wmf]00

bd

¹Ù¹

.

7) [image: image1380.wmf]acadcb

bdbd

´+´

+=

´

, где [image: image1381.wmf]00

bd

¹Ù¹

. 

Доказательство. Выпишем правую часть [image: image1382.wmf]adcb

bd

´+´

=

´

 [image: image1383.wmf]111111

()()()

adcbbdadcbbadbdcbbd

------

=´+´´´=´+´´=´´´+´´´=

  [image: image1384.wmf]11

ac

abcd

bd

--

=´+´=+

 равна левой части.

8) [image: image1385.wmf]acadcb

bdbd

´-´

-=

´

, где [image: image1386.wmf]00

bd

¹Ù¹

. 

Доказательство. Правая часть [image: image1387.wmf]()

adcb

adcb

bd

´-´

=´-´´

´

 [image: image1388.wmf]1111111

()()

bdadcbbdadbdcbbd

-------

´´=´-´´´=´´´-´´´=

[image: image1389.wmf]11

ac

abcd

bd

--

=´-´=-

 равна левой части.

9) [image: image1390.wmf]acac

bdbd

´

´=

´

, [image: image1391.wmf]00

bd

¹Ù¹

. 

Доказательство. Правая часть [image: image1392.wmf]1

()

ac

acbd

bd

-

´

=´´´=

´

 [image: image1393.wmf]1111

()()()

ac

acbdabcd

bd

----

=´´´=´´´=´

[image: image1394.wmf]=

левая часть.

10) [image: image1395.wmf]()

0

aa

bb

-

+=

, [image: image1396.wmf]0

b

¹

. 

Доказательство. Левая часть [image: image1397.wmf]2

()()

aaabab

bb

b

-´+-´

=+==

 [image: image1398.wmf]22

()0

0

abab

bb

´+-

===

.

11) [image: image1399.wmf]aa

bb

-

-=

, [image: image1400.wmf]0

b

¹

. 

12) Если [image: image1401.wmf]00

ab

¹Ù¹

, то [image: image1402.wmf]1

ab

ba

-

æö

ç÷

èø

=

. 

Доказательство. Вычислим произведение [image: image1403.wmf]abab

baba

´==

 [image: image1404.wmf]1

()()1

abab

-

=´=

[image: image1405.wmf]Þ

[image: image1406.wmf]1

ba

ab

-

æö

ç÷

èø

=

 то есть [image: image1407.wmf]b

a

 обратный элемент к [image: image1408.wmf]a

b

.

13) [image: image1409.wmf]aca

bcb

=

, где [image: image1410.wmf]00

bc

¹Ù¹

. 

Доказательство. Левая часть равна [image: image1411.wmf]1

()

ac

acbc

bc

-

=´=

 [image: image1412.wmf]111

a

acbcab

b

---

=´´=´=

 равна правой части.

14) [image: image1413.wmf]1

(\{0}, , , 1)

P

-

´

- коммутативная группа, которая называется мультипликативной группой не равных 0 элементов. 

Доказательство. Следует из свойств поля: [image: image1414.wmf](, , )\{0}

abcP

"Î


1. [image: image1415.wmf]()()

abcabc

´=´

, так как поле.

2. [image: image1416.wmf]1

aa

´=


3. [image: image1417.wmf]1

1

aa

-

´=


4. [image: image1418.wmf]abba

=

, так как поле

Так как поле – это кольцо определённого вида, то под гомоморфиз​мами полей понимаются гомоморфизмы полей. Аналогично для изомор​физмов.

п.3. Подполе.

Определение. Подполем поля [image: image1419.wmf](, , , , 0, 1)

P

R=+´-

 называется под​кольцом с единицей поля [image: image1420.wmf]R

, в котором всякий ненулевой элемент обратим. Всякое подполе является полем. Подполе поля [image: image1421.wmf]R

, отличное от [image: image1422.wmf]R

 называ​ется собственным полем.

Определение. Поле называется простым, если оно не имеет собст​венных подполей.

Пример. Рассмотрим поле действительных чисел, то есть поле [image: image1423.wmf](, , , , 0, 1)

R

+´-

. Для того, чтобы найти подполе надо найти подмноже​ства замкнутые относительно операции [image: image1424.wmf], , 

+´-

 и [image: image1425.wmf]0, 1

[image: image1426.wmf]Î

 подмножеству. На​пример, поле рациональных чисел является подполем поля действитель​ных чисел.

п.4. Поле рациональных чисел.

Алгебраическая система [image: image1427.wmf](, , , , Z, 0, 1)

Q

+´-

 называется системой рациональных чисел, если:

1) Алгебра [image: image1428.wmf](, , , , 0, 1)

Q

+´-

- это поле с единицей 1.

2) Множество [image: image1429.wmf]Z

 замкнуто относительно операции [image: image1430.wmf], , 

+´-

 и [image: image1431.wmf]0, 1

Z

Î


3) Аксиома минимальности, если [image: image1432.wmf]MQ

Í

 такое, что:

а) [image: image1433.wmf]ZM

Í


б) [image: image1434.wmf](, )

abM

"Î

 [image: image1435.wmf]0

a

bM

b

¹ÞÎ

, тогда [image: image1436.wmf]MZ

=

.

§7. Поле комплексных чисел

п.1. Построение поля комплексных чисел.

Рассмотрим множество [image: image1437.wmf]{

}

2

(, )|, 

RababR

=Î

. Определим  на [image: image1438.wmf]2

R

  би​нарные операции сложения [image: image1439.wmf]+

, умножения [image: image1440.wmf]´

, унарную операцию [image: image1441.wmf]-

 и опре​делим элементы [image: image1442.wmf]0, 1

.
Для [image: image1443.wmf]2

(, ), (, )

abcdR

"Î

:

[image: image1444.wmf](, )(, )(, )

abcdacbd

+=++

;
[image: image1445.wmf](, )(, )(, )

abcdacbdadbc

=-+

;

[image: image1446.wmf](, )(, )

abab

-=--

.
Обозначим: [image: image1447.wmf]0(0, 0), 1=(1, 0)

=

.

Теорема 1. Алгебра  [image: image1448.wmf]2

(, , , , 0, 1)

R

+×-

 является полем.
Доказательство. Проверим, что алгебра  [image: image1449.wmf]2

(, , , , 0)

R

+×-

 есть абе​лева группа.

1) Для  [image: image1450.wmf]2

(, ), (, ), (, )

abcdefR

"Î


[image: image1451.wmf](, )((, )(, ))((, )(, ))(, )

abcdefabcdef

++=++

.

2) Для [image: image1452.wmf]2

(, )

abR

"Î


[image: image1453.wmf](, )0(, )

abab

+=

.

3) Для  [image: image1454.wmf]2

(, )

abR

"Î


[image: image1455.wmf](, )((, ))0

abab

+-=

.

4) Для [image: image1456.wmf]2

(, ), (, )

abcdR

"Î


([image: image1457.wmf](, )(, )(, )(, )

abcdcdab

+=+

.
Проверим, что операция [image: image1458.wmf]´

- ассоциативна, то есть [image: image1459.wmf](, ), (, ),

abcd

"

 [image: image1460.wmf]2

(, )

efR

Î


[image: image1461.wmf](, )((, )(, ))((, )(, ))(, )

abcdefabcdef

=

.

Действительно,

[image: image1462.wmf](, )((, )(, ))(, )(, )(, 

abcdefabcedfcfdeaceadfbcfbdeacf

=-+=---+

[image: image1463.wmf]),

adebcebdf

++-


[image: image1464.wmf]((, )(, ))(, )((, )(, )(, 

abcdefacbdadbcefacebdeadfbcfacf

=-+=----

[image: image1465.wmf])

bdfadebce

-++

.

Проверим левый закон дистрибутивности, то есть для [image: image1466.wmf](, ), (, ),

abcd

"

 [image: image1467.wmf]2

(, )

efR

Î


[image: image1468.wmf](, )((, )(, ))(, )(, )(, )(, )

abcdefabcdabef

+=+

.

Действительно,

[image: image1469.wmf](, )((, )(, ))(, )(, )(, 

abcdefabcedfacaebdbfadafbc

+=++=+--+++

[image: image1470.wmf])

be

+

,
[image: image1471.wmf](, )(, )(, )(, )(, )(, )(

abcdabefacbdadbcaebfafbeacbd

+=-++-+=-+

[image: image1472.wmf] , )

aebfadbcafbe

+-+++

.

Аналогично проверяется справедливость правого закона дистрибу​тивности.
Из выше доказанного следует, что алгебра [image: image1473.wmf]2

(, , , , 0)

R

+×-

 есть кольцо.
Проверим, что кольцо [image: image1474.wmf]2

(, , , , 0)

R

+×-

 коммутативно, то есть для [image: image1475.wmf]2

(, ), (, )

abcdR

"Î

   [image: image1476.wmf](, )(, )(, )(, )

abcdcdab

=

.

Действительно,

 [image: image1477.wmf](, )(, )(, ), (, )(, )(, )

abcdacbdadbccdabcadbcbda

=-+=-+

.
Проверим, что [image: image1478.wmf]2

(, , , , 0)

R

+×-

 - кольцо с единицей 1, то есть [image: image1479.wmf]2

(, )

abR

"Î


[image: image1480.wmf]1(, )(, )

abab

×=

. 

Действительно,

[image: image1481.wmf]1(, )(1, 0)(, )(10, 10)(, )

abababbaab

×==×-××+×=

.
Так как [image: image1482.wmf](1, 0)(0, 0)

¹

, то [image: image1483.wmf]10

¹

.
Докажем, что каждый ненулевой элемент кольца  [image: image1484.wmf]2

(, , , , 0)

R

+×-

  обратим. Пусть [image: image1485.wmf](, )(0, 0)

ab

¹

, что равносильно [image: image1486.wmf]22

0

ab

+¹

. Рассмотрим пару [image: image1487.wmf]2222

(/(), /())

aabbab

+-+

 и проверим, что эта пара является обрат​ной к паре  [image: image1488.wmf](, )

ab

. Действительно,

[image: image1489.wmf]2222222222

(, )(/(), /())(()/(), ()/())

abaabbababababbaab

+-+=++-++=

[image: image1490.wmf](1, 0)1

==

.
Из выше доказанного следует, что алгебра   [image: image1491.wmf]2

(, , , , 0, 1)

R

+×-

 - поле. 
Определение. Поле [image: image1492.wmf]2

(, , , , 0, 1)

R

+×-

 называется полем комплекс​ных чисел, а его элементы - комплексными числами. 
п.2. Алгебраическая форма записи комплексных чисел.
Обозначение. Множество комплексных чисел принято обозначать [image: image1493.wmf]C

, то есть [image: image1494.wmf]2

CR

=

. Приняты также следующие обозначения:

[image: image1495.wmf]0(0, 0); 1=(1, 0); =(0, 1); (, 0)

iaa

==

 для [image: image1496.wmf]aR

"Î

. 
Теорема 2. Каждое комплексное число [image: image1497.wmf]a

 может быть, и притом единственным образом, записано в виде:
[image: image1498.wmf]abi

a

=+

, где [image: image1499.wmf], 

abR

Î

. (Такая запись называется алгебраической формой записи комплексного числа [image: image1500.wmf]a

).
Доказательство. Существуют [image: image1501.wmf], 

abR

Î

 такие, что [image: image1502.wmf](, )

ab

a

=

. Имеем
[image: image1503.wmf](, )(, 0)(0, )(, 0)(, 0)(0, 1)

ababababi

a

==+=+=+

. 
Теорема 3. Число [image: image1504.wmf]i

 обладает свойством: [image: image1505.wmf]2

1

i

=-

.
Доказательство. [image: image1506.wmf]2

(0, 1)(0, 1)(1, 0)1

iii

=×==-=-

. 

Из равенства [image: image1507.wmf]2

1

i

=-

 следует, что [image: image1508.wmf]iR

Ï

.
Определение. Пусть [image: image1509.wmf]abi

a

=+

, где [image: image1510.wmf], 

abR

Î

. Число [image: image1511.wmf]a

 называется действительной частью, [image: image1512.wmf]b

 - мнимой частью комплексного числа  [image: image1513.wmf]a

. Пи​шем [image: image1514.wmf]Re , Im 

ab

aa

==

. 
Пусть [image: image1515.wmf]abi

a

=+

 - алгебраическая форма записи комплексного числа [image: image1516.wmf]a

. Тогда:
если  [image: image1517.wmf]0

b

=

, то [image: image1518.wmf]aR

a

=Î

;
если  [image: image1519.wmf]0

b

¹

, то  [image: image1520.wmf]R

a

Ï

.
Определение. Если [image: image1521.wmf]Re 0, 0

aa

=¹

, то комплексное число [image: image1522.wmf]a

 назы​вают чисто мнимым числом.
Действия над комплексными числами в алгебраической форме
1) Для [image: image1523.wmf], 

abR

"Î


[image: image1524.wmf]00

abiab

+=«==

.

Другими словами: комплексное число равно нулю тогда и только то​гда, когда у него действительная и мнимая части равны нулю.

Доказательство. [image: image1525.wmf]0(, )(0, 0)0

abiabab

+=«=«==

. 

2) Для [image: image1526.wmf], , , 

abcdR

"Î


[image: image1527.wmf]abicdiacbd

+=+«=Ù=

.
Другими словами: два комплексных числа равны тогда и только то​гда, когда у них, соответственно, равны действительная и мнимая части.
Доказательство. [image: image1528.wmf](, )(, )

abicdiabcdacbd

+=+«=«=Ù=

. 

3) Для [image: image1529.wmf], , , 

abcdR

"Î


[image: image1530.wmf]()()()()

abicdiacbdi

+++=+++

.

Другими словами: чтобы сложить два комплексных числа, нужно, соответственно, сложить их действительные и мнимые части.
Доказательство. [image: image1531.wmf]()()(, )(, )(, )

abicdiabcdacbd

+++=+=++=


[image: image1532.wmf]()()

acbdi

=+++

. 

4) Для [image: image1533.wmf], , , 

abcdR

"Î


[image: image1534.wmf]()()()()

abicdiacbdadbci

++=-++

.
Доказательство. [image: image1535.wmf]()()(, )(, )(, )

abicdiabcdacbdadbc

++==-+=


[image: image1536.wmf]()()

acbdadbci

=-++

. 

5) Для [image: image1537.wmf], 

abR

"Î


[image: image1538.wmf]()

abiabi

-+=--

.

 Доказательство. [image: image1539.wmf]()(, )(, )

abiabababi

-+=-=--=--

. 

6) Для [image: image1540.wmf], 

abR

"Î

, если [image: image1541.wmf]0

abi

+¹

, то 

[image: image1542.wmf]12222

()/()(/())

abiaabbabi

-

+=+-+

.
 Доказательство. [image: image1543.wmf]112222

()(, )(/(), (/())

abiabaabbab

--

+==+-+=


[image: image1544.wmf]2222

/()(/())

aabbabi

=+-+

. 
п.3. Операция сопряжения.
Определение. Пусть комплексное число 
[image: image1545.wmf]a

 записано в алгебраиче​ской форме  
[image: image1546.wmf]abi

a

=+

. Числом сопряжённым с 
[image: image1547.wmf]a

 называется число 
[image: image1548.wmf]abi

a

=-

. 
Свойства операции сопряжения

Для 
[image: image1549.wmf], 

ab

"Î

C

, где 
[image: image1550.wmf]abi

a

=+

, 
[image: image1551.wmf]cdi

b

=+

, 
[image: image1552.wmf], , , 

abcdR

Î

. 
1). 


Доказательство. 




. 

2) 

.

Доказательство. 

. 

3)  

.   
Доказательство. 




.



.

4) Если  ( ( 0, то  
[image: image1553.wmf](

)

1

1

-

-

=

a

a

.

Доказательство.  
[image: image1554.wmf]a

a

a

a

1

1

 

1

1

-

-

=

=

=

. 

5)  
[image: image1555.wmf]R

aaa

=«Î

.
Доказательство. 
[image: image1556.wmf]0

abiabiaabbbaR

aaa

=«+=-«=Ù=-«=«=Î

. 

6)  
[image: image1557.wmf]22

ab

aa

=+

.

Доказательство.  
[image: image1558.wmf]22222

()()

abiabiabiab

aa

=+-=-=+

.

С помощью операции сопряжения удобно производить деление ком​плексных чисел. Чтобы записать в алгебраической форме дробь с ком​плексными числителем и знаменателем нужно умножить числитель и зна​менатель дроби на число, сопряжённое со знаменателем, и вычислить про​изведения в числителе и знаменателе. 

п.4. Модуль комплексного числа.
Пусть [image: image1559.wmf]a

 записано в алгебраической форме [image: image1560.wmf]abi

a

=+

.
Определение. Модулем комплексного числа [image: image1561.wmf]a

 называется неотрицательное действительное число [image: image1562.wmf]2

2

ab

a

=+

. 

Свойства модуля.

 Для [image: image1563.wmf], 

ab

"Î

C

, где [image: image1564.wmf]abi

a

=+

, [image: image1565.wmf]cdi

b

=+

, [image: image1566.wmf], , , 

abcdR

Î

.
1)  [image: image1567.wmf]00

aa

=«=

.

Доказательство. [image: image1568.wmf]2222

0000

ababab

a

=«+=«+=«==«


[image: image1569.wmf]0

abi

a

«=+=

. 
2) [image: image1570.wmf]2

22

ab

a

=+

.

3)  [image: image1571.wmf]2

aaa

=

. 
Доказательство. Свойство следует из свойства 6 операции сопряже​ния. 

4)  [image: image1572.wmf]abab

=

. 
Доказательство. [image: image1573.wmf]222

()()

abababababaabbab

====

.

Отсюда следует нужное утверждение. 
5) Если [image: image1574.wmf]0

a

¹

, то [image: image1575.wmf]1

1

aa

-

-

=

.

Доказательство. [image: image1576.wmf]11

111

111

aaaaaaaa

--

---

=®=®=®=

.
6) Неравенство треугольника: [image: image1577.wmf]abab

+£+

.

Доказательство. Докажем сначала неравенство

(1)     [image: image1578.wmf]11

aa

+£+

.

Имеем

(2)   [image: image1579.wmf]22

1(1)(1)(1)(1)()121

aaaaaaaaaaa

+=++=++=+++£++

,
так как
[image: image1580.wmf]22

222

ab

aaaa

+=£+=

.
Из (2) следует, что

[image: image1581.wmf]2

2

1(1)

aa

+£+

.

Из последнего неравенства следует неравенство (1).
Докажем теперь неравенство треугольника. Неравенство треуголь​ника, очевидно, выполнено для [image: image1582.wmf]0

b

=

. Докажем неравенство треугольника для [image: image1583.wmf]0

b

¹

. Имеем

[image: image1584.wmf]1111

(1)1(1)(1)

abbabbabbabbabab

----

+=+=+£+=+=+

. 

7)  [image: image1585.wmf]abab

+³-

. 

Доказательство. [image: image1586.wmf]()()

aabbabbabb

=++-£++-=++

. От​сюда следует нужное неравенство. 

8)  [image: image1587.wmf]abab

+³-

.

Доказательство. Справедливы неравенства

[image: image1588.wmf]abab

+³-

, [image: image1589.wmf]()

abbaab

+³-=--

.
Одно из подчёркнутых чисел совпадает с  [image: image1590.wmf]ab

-

. 
п.5. Геометрическая интерпретация комплексных чисел.

Пусть [image: image1591.wmf]a

 записано в алгебраической форме [image: image1592.wmf]abi

a

=+

. Поставим в соответствие числу [image: image1593.wmf]a

 точку плоскости с координатами [image: image1594.wmf](, )

ab

. Это соответствие является биекцией множества комплексных чисел на множе​ство точек плоскости. Проиллюстрируем это соответствие Рис.1. В даль​нейшем мы будем считать, что точками плоскости являются комплексные числа и будем называть эту плоскость комплексной плоскостью.
Числа [image: image1595.wmf]a

 и [image: image1596.wmf]a

  расположены симметрично относительно оси абсцисс. Действительные числа расположены на оси абсцисс, поэтому ось абсцисс - ось действительных чисел. На оси ординат расположены числа, у которых действительная часть равна нулю. Иногда ось ординат называют осью мнимых чисел.

Геометрический смысл модуля

Из Рис.1 видно, что расстояние от начала координат до числа [image: image1597.wmf]a

 равно [image: image1598.wmf]22

ab

+

. Поэтому геометрический смысл [image: image1599.wmf]a

 - расстояние от [image: image1600.wmf]a

 до начала координат.
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Пример. Изобразим на комплексной плоскости, на Рис.2, множества, заданные, соответственно, следующими условиями: [image: image1601.wmf]1

z

=

; [image: image1602.wmf]1

z

£

; [image: image1603.wmf]1

z

³

. 


                      y     ( z ( =1                          y      ( z ( (1                          y   ( z ( (1
                       i                                          i                                                                   i      
              -1                           1                                     -1                           1                                    -1                           1     
              0                                                                   0                                                                   0       
              

                     -i                                          -i                                                                  -i
Рис.2.
Пусть [image: image1604.wmf]b

 записано в алгебраической форме [image: image1605.wmf]cdi

b

=+

. Имеем

[image: image1606.wmf]22

22

()()

acbdacbd

ab

-=-+-=-+-

.

Из Рис.3 видно, что геометрический смысл модуля разности ком​плексных чисел - расстояние между этими числами.

                                         y
                                          b                                           (

                                          d                                             (b-d( 
                                                                (       (a-c(
    Рис.3.
                                           0                    c                    a                    x 

Пример. Изобразим на комплексной плоскости, на Рис.4, множества, заданные, соответственно, следующими условиями: [image: image1607.wmf]12

z

-=

; [image: image1608.wmf]1

zi

+>

.
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                                                         ( z-1( =2                              0                         
                                                                                                                     x
                                                                                                   -i 

                                 -1     0       1           3    x                                              (z+i ( ( 1

                                                                                                  -2i 

   Рис.4.

Геометрическая интерпретация комплексных чисел векторами плоскости

Поставим в соответствие числу [image: image1609.wmf]a

 связаный вектор плоскости с нача​лом в начале координат и с концом в точке [image: image1610.wmf]a

. Установленное соответст​вие является биекцией между множеством комплексных чисел и множест​вом связаных векторов плоскости с началом в начале координат. Проил​люстрируем эту связь на Рис.5.
                    y
                                                             (+(
                            (
                                                    (
                    0                                                                Рис.5
                                                                          x
Геометрический смысл модуля комплексного числа [image: image1611.wmf]a

, при интерпретации чисел векторами, - длина вектора [image: image1612.wmf]a

. Сумма комплексных чисел находится как сумма векторов.
п.6. Тригонометрическая форма записи комплексного числа.

Определение.  Аргументом комплексного числа [image: image1613.wmf]a

 называется число [image: image1614.wmf] 

Arg

a

, равное величине угла между положительным направлением оси абсцисс и вектором [image: image1615.wmf]a

, [image: image1616.wmf] 

Arg

a

 определяется с точность до углов, кратных [image: image1617.wmf]2

p

. Главным значением аргумента комплексного числа [image: image1618.wmf]a

 называется то значение [image: image1619.wmf] 

Arg

a

, которое принадлежит промежутку [image: image1620.wmf](, ]

pp

-

, оно обозначается [image: image1621.wmf] 

arg

a

  и  [image: image1622.wmf] 

arg

pap

-<£

. 

Пусть [image: image1623.wmf]a

 записано в алгебраической форме [image: image1624.wmf]0

abi

a

=+¹

. Тогда из геометрической интерпретации [image: image1625.wmf]a

 следует, что:

[image: image1626.wmf]  2, 

ArgargkkZ

aap

=+Î

;

[image: image1627.wmf] (/)

argarctgba

a

=

, если [image: image1628.wmf]0

a

>

;

[image: image1629.wmf] (/)

argarctgba

ap

=+

, если [image: image1630.wmf]0, 0

ab

<³

;

[image: image1631.wmf] (/)

argarctgba

ap

=-

, если [image: image1632.wmf]0, 0

ab

<<

.

Заметим, что [image: image1633.wmf] 

arg

a

 выражается только в радианах, [image: image1634.wmf] 0

arg

 не опреде​лён.
Теорема 4. Каждое комплексное число [image: image1635.wmf]0

a

¹

 может быть записано в виде

[image: image1636.wmf](cos( )sin( ))(cos( )sin( ))

argiargArgiArg

aaaaaaa

=+=+

.

Доказательство. Изобразим  [image: image1637.wmf]a

 вектором  комплексной плоскости,

 см. Рис.6.

    
                    y
                    b                        ( 
Рис.6.
                    0                     a               x
Угол, образованный вектором [image: image1638.wmf]a

 и положительным направлением оси абсцисс, равен [image: image1639.wmf] 

arg

a

, следовательно, [image: image1640.wmf]cos( ), 

aargb

aa

==

 [image: image1641.wmf]sin( )

arg

aa

=

. Поэтому[image: image1642.wmf]cos( )sin( )

abiargarg

aaaaa

=+=+=

 [image: image1643.wmf](cos( )sin( ))

argiarg

aaa

=+

. 
Определение. Если комплексное число [image: image1644.wmf]a

 записано в виде [image: image1645.wmf](cos

aaj

=+

 [image: image1646.wmf]sin)

i

j

+

, то говорят, что [image: image1647.wmf]a

 записано в тригонометрической форме. 

Правила действий с комплексными числами, записанными в тригонометрической форме.
Пусть комплексные числа [image: image1648.wmf], 

ab

 записаны в тригонометрической форме 

[image: image1649.wmf](cossin), (cossin)

ii

aajjbbyy

=+=+

.

1) [image: image1650.wmf](cos()sin())

i

ababjyjy

=+++

,

то есть при умножении комплексных чисел, записанных в тригонометриче​ской форме, их модули перемножаются, а аргументы складываются.

Доказательство.

[image: image1651.wmf](cossin)(cossin)((coscossinsin)

ii

abajjbyyabjyjy

=++=-+


[image: image1652.wmf](cossinsincos))(cos()sin())

ii

jyjyabjyjy

++=+++

. 

2) Если [image: image1653.wmf]0

b

¹

, то
[image: image1654.wmf]/(/)((cos()sin())

i

ababjyjy

=-+-

,

то есть при делении комплексных чисел их модули делятся, а аргументы вычитаются.

Доказательство. Обозначим  [image: image1655.wmf](/)((cos()sin())

i

gabjyjy

=-+-

. Так как [image: image1656.wmf](/)((cos()sin())((cossin))

ii

gbabjyjybyy

=-+-+=

 [image: image1657.wmf](cossin)

i

ajja

=++=

, то нужное утверждение доказано. 

3) Если [image: image1658.wmf]0

b

¹

, то

[image: image1659.wmf]1

1

(cos()sin())

i

bbyy

-

-

=-+-

.

4) Формула Муавра.  Для [image: image1660.wmf]nN

"Î

,

[image: image1661.wmf](cossin)

n

n

nin

aajj

=+

.
Доказательство. Формула Муавра является следствием правила 1. 

5) Обобщённая формула Муавра. Для [image: image1662.wmf]nZ

"Î

,

[image: image1663.wmf](cossin)

n

n

nin

aajj

=+

.

Доказательство. Обобщённая формула Муавра является следствием формулы Муавра и свойства 3). 
п.7. Показательная форма записи комплексного числа.

Обозначение. Для  [image: image1664.wmf]wR

"Î

 обозначим

[image: image1665.wmf]cossin

iw

ewiw

=+

.                   (1)

Равенство (1) называют формулой Эйлера. При этом обозначении, запись комплексного числа  [image: image1666.wmf]0, (cossin)

zzzwiw

¹=+

 в показательной форме принимает вид

[image: image1667.wmf]iw

zze

=

.                  (2)

Из равенства (1) и правил действия с комплексными числами, запи​санными в тригонометрической форме, следует справедливость следую​щей теоремы .

Теорема 5. Для [image: image1668.wmf], , n

uwRZ

"Î"Î

 справедливы равенства:

1)    [image: image1669.wmf]0

1

i

e

=

 ;

2)    [image: image1670.wmf]()

iuw

iuiw
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+
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;

3)    [image: image1671.wmf](2)

iuniu
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;

4)    [image: image1672.wmf]1/

iwiw
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=

;

5)    [image: image1673.wmf]1
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e

=

;          

6)    [image: image1674.wmf]()

n

iwinw

ee

=

;          

7)    [image: image1675.wmf]12
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ewn

p

=«=

           
п.8. Связь между тригонометрическими и гиперболиче​скими функциями.
Из формул Эйлера следует, что для [image: image1676.wmf]wR

"Î


[image: image1677.wmf]cossin, cossin

iwiw

ewiwewiw

-

=+=-

.
Складывая и вычитая эти равенства находим, что для [image: image1678.wmf]wR

"Î

:
(1)     [image: image1679.wmf]1

cos()

2

iwiw

wee

-

=+

;

(2)     [image: image1680.wmf]1

sin()

2

iwiw

wee

i

-

=-

.

Как известно, из курса математического анализа, гиперболические косинус, синус, тангенс, котангенс, соответственно, [image: image1681.wmf](), sh(), th(),

chwww

 [image: image1682.wmf]cth()

w

, для [image: image1683.wmf]wR

"Î

, определяются равенствами:

[image: image1684.wmf]1
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2

ww

chwee

-

=+

; [image: image1685.wmf]1

sh()()

2

ww

wee

-

=-

;

[image: image1686.wmf]sh()

th()

()

w

w

chw

=-

; [image: image1687.wmf]()

cth()

sh()

chw

w

w

=

.

Если в формулах (1), (2), заменить [image: image1688.wmf]w

 на [image: image1689.wmf]iw

, то мы получим формулы для определения значений [image: image1690.wmf]cos(), sin(), tg(), ctg()

iwiwiwiw

. Эти формулы выражают гиперболические формулы через тригонометрические. Для [image: image1691.wmf]wR

"Î

:
[image: image1692.wmf]()cos()

chwiw

=

; [image: image1693.wmf]()sin()

shwiiw

=-

;

[image: image1694.wmf]()tg()

thwiiw

=-

; [image: image1695.wmf]()ctg()

cthwiw

=

.
п.9. Корни из комплексных чисел.

Определение. Пусть [image: image1696.wmf]zC

Î

, [image: image1697.wmf]nN

Î

. Комплексное число [image: image1698.wmf]x

 называется корнем степени [image: image1699.wmf]n

 из [image: image1700.wmf]z

, если [image: image1701.wmf]n

xz

=

.

Теорема 6. Пусть  [image: image1702.wmf]nN

Î

, [image: image1703.wmf](

)

rootn

 - множество всех корней степени [image: image1704.wmf]n

из 1. Тогда алгебра [image: image1705.wmf](

)

(

)

1

, , , 1

rootn

-

×

- группа, (которая называется груп​пой корней степени [image: image1706.wmf]n

из 1).

Доказательство. Пусть [image: image1707.wmf](

)

,

xyrootn

Î

.

Проверим, что умножение – бинарная операция. Имеем [image: image1708.wmf](

)

11

n

nnnn

x

уxyxyxy

==®==®

 - корень степени [image: image1709.wmf]n

 из 1.

Проверим, что [image: image1710.wmf]1

-

- унарная операция. Имеем [image: image1711.wmf](

)

(

)

1

11

11

n

nn

xxxx

-
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=®==®

 - корень степени [image: image1712.wmf]n

 из 1.

Очевидно, что 1 – корень степени [image: image1713.wmf]n

 из 1.

Доказано, что [image: image1714.wmf](

)

(

)

1

, , , 1

rootn

-

×

 - алгебра.

То, что алгебра [image: image1715.wmf](

)

(

)

1

, , , 1

rootn

-

×

 - группа, следует из свойств ком​плексных чисел.

Теорема 7. Для [image: image1716.wmf]nN

"Î

 существует точно [image: image1717.wmf]n

 различных корней [image: image1718.wmf]k

x

 степени [image: image1719.wmf]n

 из 1, [image: image1720.wmf]22

cos sin

k

kk

xi

nn

pp

=+

, [image: image1721.wmf]0,1,...,1

kn

=-

.                 (1)

Все корни расположены в вершинах правильного n-угольника, впи​санного в окружность единичного радиуса, одна из которых расположена в точке с координатами (1,0).

Доказательство. Проверим сначала, что числа [image: image1722.wmf]k

x

, заданные равенст​вом (1), являются корнями степени [image: image1723.wmf]n

 из 1. Действительно, [image: image1724.wmf]22
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Докажем, что любой корень [image: image1725.wmf]x

степени  [image: image1726.wmf]n

из 1 может быть вычислен по формуле (1). Т.к. [image: image1727.wmf]0
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, то [image: image1728.wmf]x

 можно записать в показательой форме [image: image1729.wmf]iw
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, т.е. вычисляется по формуле (1).

Изобразив числа, заданные формулой (1), на комплексной плоскости, мы увидим, что они расположены в вершинах правильного n-угольника, вписанного в окружность единичного радиуса, одна из которых располо​жена в точке с координатами (1,0). В частности, числа, заданные формулой (1), попарно различны.

Теорема 8. Пусть [image: image1740.wmf]nN
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Доказательство. Проверим сначала, что числа  [image: image1750.wmf]k
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, заданные равенст​вом (2), являются корнями степени [image: image1751.wmf]n

 из [image: image1752.wmf]z
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Пусть [image: image1754.wmf]y

- корень степени [image: image1755.wmf]n

 из [image: image1756.wmf]z

. Докажем, что он вычисляется по формуле (2). Рассмотрим число [image: image1757.wmf]0
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Следовательно [image: image1760.wmf]0

/

yy

 - корень степени [image: image1761.wmf]n

 из 1, т.е. [image: image1762.wmf]0

/

yy

 совпадает с одним из чисел [image: image1763.wmf]k

y

. Имеем [image: image1764.wmf]00

/

kk

yyxyxy

=®==

 [image: image1765.wmf]1/1/

2222

cossincos sincossin.

nn

kkwwwkwk

ziizi

nnnnnn

pppp

++

æöæöæö

=++=+

ç÷ç÷ç÷

èøèøèø


Из вышедоказанного следует, что числа [image: image1766.wmf]k

y

 попарно различны.

п.10. Мультисекция.

Теорема 1. (о мультисекции многочлена) Пусть
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Доказательство. Для 
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 равенство (1) очевидно выполнено. Дока​жем (1) для 
[image: image1772.wmf]1

m

>

. Имеем


[image: image1773.wmf]111

2 ()/

111

00000

()

mmm

sqsrrsqsrirqsm

rr

mmm

ssrrs

fxfxfxe

p

aaa

---

---

==³³=

==

ååååå

               (2)

Если 

 - целое, то 
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Если 

 - не целое, то 
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Поэтому в (2) суммирование нужно вести только по тем 
[image: image1778.wmf]r

, для кото​рых 
[image: image1779.wmf]0
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. Отсюда следует (1). 

Заметим, что равенство (1) справедливо не только для многочленов, но и для рядов.

Следствие 1. Пусть 
[image: image1780.wmf]0
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Доказательство. Рассмотрим многочлен
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Применяя мультисекцию к многочлену 
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Имеем
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Приравнивая действительные части обеих частей равенства (4), по​лучаем равенство (3). 

п.11. Упорядоченные поля.
 Определение. Упорядоченным полем называется алгебраическая система 

[image: image1788.wmf](, , , , 0, 1, )
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 такая, что:

1) алгебра [image: image1789.wmf](, , , , 0, 1)
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 - поле;

2) [image: image1790.wmf]£

 - линейный порядок на [image: image1791.wmf]P

;

3) для [image: image1792.wmf], , c
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4) для [image: image1794.wmf], 
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Другими словами, упорядоченное поле - это поле, на множестве эле​ментов которого определён линейный порядок [image: image1796.wmf]£

, согласованный усло​виями 3),4), с операциями сложения и умножения. Нетрудно проверить, что для упорядоченного поля выполнены обычные свойства неравенств, известные для действительных чисел. 

Примерами упорядоченных полей являются поле рациональных и поле действительных чисел. 
Теорема 9.   Если [image: image1797.wmf](, , , , 0, 1, )
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Доказательство. Так как [image: image1801.wmf]£

 - линейный порядок, то [image: image1802.wmf]0

a

>

 или [image: image1803.wmf]0

a

<

. Если [image: image1804.wmf]0

a

>

, то по условию 4) [image: image1805.wmf]2

0

a

>

. Если [image: image1806.wmf]0

a

<

, то [image: image1807.wmf]0

a

->

 и по условию 4), [image: image1808.wmf]2

()()0

aaa

=-->

. 

Теорема 10.   Если [image: image1809.wmf](, , , , 0, 1, )
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Доказательство. Из теоремы 9 следует, что [image: image1814.wmf]2
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Теорема 11.   Поле комплексных чисел [image: image1817.wmf](,,,,0,1)
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  нельзя упоря​дочить.

Доказательство. Предположим противное - поле комплексных чи​сел   [image: image1818.wmf](,,,,0,1)
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 - противоречие. 
§8. Перестановки
п.1.  r- перестановки.

   Определение. r- перестановкой множества A называется кортеж из r попарно различных элементов множества A. Иногда r- перестановки называют размещениями без повторения. 

   Если (a[image: image1821.wmf]1

,...,a[image: image1822.wmf]r

) есть r- перестановка n- элементного множества, то r ( n.

   Обозначение. Обозначим P(n, r) число всех r- перестановок n- элементного множества, где n, r(N. Положим P(n,0) = 1 для n(N0. 

   Теорема 1. Число всех r- перестановок n- элементного множества, где 
n, r(N, вычисляется по формуле

P(n, r) = n[image: image1823.wmf](

)

r

= n(n -1)...(n - r + 1).                                                                    (1)

 Доказательство. Первая координата r- перестановки n- элементного множества может быть выбрана n способами, если первая координата  выбрана, то вторая координата может быть выбрана n-1 способами, если выбраны первые две координаты, то третья координата может быть выбрана n-2 способами и т.д. до r- ой координаты включительно, которая может быть выбрана n-r+1 способами. Из теоремы 2, п.3, следует равенство (1). 

   Следствие 1. Пусть A и B- конечные множества, |A| = n, |B| = r, где 
n, r (N. Тогда число всех инъекций f( B ( A равно P(n, r) = n[image: image1824.wmf](
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r

.
   Доказательство. Обозначим B={b[image: image1825.wmf]1

,...,b[image: image1826.wmf]r

}, инъекция f( B (A может быть записана в табличной форме
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где кортеж [image: image1828.wmf](

(

),

...

,

(

))

f

b

f

b

r

1

есть r- перестановка множества A. Поэтому искомое число равно P(n, r). 

   Определение. Пусть A есть n- элементное множество. Перестановкой множества A называется n- перестановка множества A. Другими словами, перестановка множества A это кортеж содержащий все элементы множества A по одному разу. 

   Следствие 2. Число всех перестановок n- элементного множества равно n!.

   Доказательство. Искомое число равно P(n, n) = n[image: image1829.wmf](
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n

= n(n-1)...(n-n+1) =

= n!. 

   Следствие 3. Пусть A и B- конечные множества, |A| = |B| = n, n(N. Тогда число всех биекций f( B ( A равно n!.
   Доказательство. Т.к. |A| = |B|, то каждая биекция f( B ( A является инъекцией и наоборот. По следствию 1, искомое число равно P(n, n) = n!. 

п.2.   r -элементные подмножества (r - сочетания).

   Определение. Пусть A- конечное множество. r- сочетанием множества A называется любое r- элементное подмножество множества A. 

   Теорема 1. Пусть A есть n- элементное множество, n, r(N[image: image1830.wmf]0

. Справедливы утверждения:

1. Число всех r- сочетаний n- элементного множества равно [image: image1831.wmf](
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.

2. Число всех r- элементных подмножеств n- элементного множества равно [image: image1832.wmf](
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n

r

.

   Доказательство. Обозначим K- число всех r- сочетаний n- элементного множества A. Каждое r- элементное подмножество n- элементного множества A определяет r! перестановок множества A, при этом разные подмножества определяют разные перестановки. Поэтому K(r! - число всех r- перестановок множества A, равное n[image: image1833.wmf](
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. Отсюда следует, что K = n[image: image1834.wmf](
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   Пример 1. Каждый кортеж [image: image1836.wmf](
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   Пример 2. Перечисление беспорядков степени n. Обозначим U- множество всех перестановок степени n, [image: image1845.wmf]|
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   Существует только один беспорядок [image: image1850.wmf](
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где суммирование ведётся по всем кортежам [image: image1859.wmf](
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При фиксированном k  число всех кортежей [image: image1866.wmf](
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п.3. Перестановки с повторениями.

   Определение. Кортеж ( = (b[image: image1872.wmf]1

,...,b[image: image1873.wmf]n

) называется перестановкой с повторениями состава (n[image: image1874.wmf]1

,...,n[image: image1875.wmf]k

) множества {a[image: image1876.wmf]1

,...,a[image: image1877.wmf]k

}, если элемент a[image: image1878.wmf]1

 входит в (  n[image: image1879.wmf]1

 раз,..., a[image: image1880.wmf]k

 входит в (  n[image: image1881.wmf]k

 раз, где n[image: image1882.wmf]1

,...,n[image: image1883.wmf]k

(N[image: image1884.wmf]0

, [image: image1885.wmf]n
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   Обозначение. Обозначим P(n[image: image1886.wmf]1

,...,n[image: image1887.wmf]k

) число всех перестановок с повторениями состава (n[image: image1888.wmf]1

,...,n[image: image1889.wmf]k

) некоторого k - элементного множества, где n = = n[image: image1890.wmf]1

+...+n[image: image1891.wmf]k

. 
   Теорема 1. Для любого (n[image: image1892.wmf]1

,...,n[image: image1893.wmf]k

)(N[image: image1894.wmf]0

k


P(n[image: image1895.wmf]1

,...,n[image: image1896.wmf]k

) = n!/n[image: image1897.wmf]1

!...n[image: image1898.wmf]k

! , где n = n[image: image1899.wmf]1

+...+n[image: image1900.wmf]k

 .

   Доказательство. Перестановка (b[image: image1901.wmf]1

,...,b[image: image1902.wmf]n

) состава (n[image: image1903.wmf]1

,...,n[image: image1904.wmf]k

) множества {a[image: image1905.wmf]1

,...,a[image: image1906.wmf]k

} кодируется кортежем длины k: на первом месте кортежа записано множество тех мест в перестановке на которых расположен элемент [image: image1907.wmf]a

1

; на втором месте кортежа записано множество тех мест в перестановке, на которых расположен элемент [image: image1908.wmf]a

2

; ...; на k - ом месте кортежа записано множество тех мест в перестановке, на которых расположен элемент [image: image1909.wmf]a

k

. Первый элемент кортежа может быть выбран [image: image1910.wmf]n
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 способами; если первый элемент выбран, то второй можно выбрать [image: image1911.wmf]n
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способами; ...; если первые [image: image1912.wmf]k
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 элементов выбраны, то k- ый элемент может быть выбран [image: image1913.wmf]n
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способами. По правилу произведения получаем, что число всех перестановок с повторениями состава (n[image: image1914.wmf]1

,...,n[image: image1915.wmf]k

) из {a[image: image1916.wmf]1

,...,a[image: image1917.wmf]k

} равно

P(n[image: image1918.wmf]1

,...,n[image: image1919.wmf]k

) = [image: image1920.wmf]n
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      Обозначение. Для ( n[image: image1924.wmf]1

,...,n[image: image1925.wmf]k

(N[image: image1926.wmf]0

 полиномиальный коэффициент [image: image1927.wmf]n
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определяется равенствами:

если n[image: image1928.wmf]1

 +...+ n[image: image1929.wmf]k

 = n, то [image: image1930.wmf]n
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если n[image: image1931.wmf]1

 +...+ n[image: image1932.wmf]k

 ( n, то [image: image1933.wmf]n
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   Следствие 1. Пусть A и B- конечные множества такие, что |A| = n, |B| = k, (n[image: image1934.wmf]1

,...,n[image: image1935.wmf]k

)(N[image: image1936.wmf]0

k

, n[image: image1937.wmf]1

 +...+ n[image: image1938.wmf]k

 = n, B = {b[image: image1939.wmf]1

,...,b[image: image1940.wmf]k

}. Тогда число всех функций 
f( ( ( ( таких, что |f [image: image1941.wmf]-

1

(b[image: image1942.wmf]i

)| = n[image: image1943.wmf]i

 для всех i = 1,...,k, равно  [image: image1944.wmf]n
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   Доказательство. Пусть A={a[image: image1945.wmf]1

,...,a[image: image1946.wmf]n

}. Запишем функцию f( ( ( (  в табличном виде  [image: image1947.wmf]f
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Кортеж (f(a[image: image1948.wmf]1

),...,f(a[image: image1949.wmf]n

)) есть перестановка с повторениями состава (n[image: image1950.wmf]1

,...,n[image: image1951.wmf]k

) множества {b[image: image1952.wmf]1

,...,b[image: image1953.wmf]k

}. 

   Следствие 2. Пусть U- конечное множество, |U| = n. Тогда число кортежей множеств (A[image: image1954.wmf]1

,...,A[image: image1955.wmf]k

) таких, что 
|A[image: image1956.wmf]1

| = n[image: image1957.wmf]1

,..., |A[image: image1958.wmf]k

| = n[image: image1959.wmf]k

,

|A[image: image1960.wmf]i

(A[image: image1961.wmf]j

| = ( для всех i ( j,

A[image: image1962.wmf]1

(...(A[image: image1963.wmf]k

 = U,  равно[image: image1964.wmf]n

n

k

n

1

,

...

,

æ

è

ç

ö

ø

÷

. 

   Доказательство. По теореме 2 п.3 число таких кортежей равно

[image: image1965.wmf]n
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Задачник
§2. Принцип математической индукции.

Примеры.

1.Докажем истинность формулы для 
[image: image1969.wmf]nN

"Î

: 
[image: image1970.wmf]n(n+1)

1 + 2 + ... + n = 

2

.

Доказательство: докажем истинность формулы при n=1:  
[image: image1971.wmf]1(11)

11
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 - истина. Предположим, что равенство верно для чисел n, т. е. имеет место формула: 
[image: image1972.wmf]n(n+1)

1 + 2 + ... + n = 

2

 - индукционное предположение. 

Докажем, что равенство верно для n+1, т. е. нужно доказать справедливость формулы: 
[image: image1973.wmf](1)(2)
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Левая часть = 
[image: image1974.wmf](1)12...
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[image: image1975.wmf](1)(1)(2)
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 = правая часть. Значит по методу математической индукции равенство справедливо для 
[image: image1976.wmf]nN

"Î

.

2. Доказать: 
[image: image1977.wmf]1
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Доказательство:  при n = 0 равенство верно, т.к.  
[image: image1978.wmf]a
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Предположим, что равенство верно для числа n.

Докажем равенство для числа n +1. Используя индукционное предположение, имеем


[image: image1979.wmf]a
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По индукции равенство доказано для всех n(N0. 

3. Доказать: 
[image: image1980.wmf]1
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Доказательство:  При n =1 равенство верно, т.к.  
[image: image1981.wmf](
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Предположим, что равенство верно для числа n.

Докажем равенство для числа n+1.  Используя индукционное предположение имеем


[image: image1982.wmf]
[image: image1983.wmf]1
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По индукции равенство доказано для всех n(N.
Задачи для самостоятельного решения.

1.  Пусть a
[image: image1984.wmf]1

, a
[image: image1985.wmf]2

,..., a
[image: image1986.wmf]n

 - арифметическая прогрессия с разностью d. Доказать:


[image: image1987.wmf]a
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2.  Вычислить сумму всех n - значных натуральных чисел.

3.  Разобьём натуральные числа на кортежи (1), (2,3), (4,5,6),... Найти сумму чисел  n - го кортежа.

4.  Доказать:  
[image: image1988.wmf]1
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5.  Вычислить: 
[image: image1989.wmf]n
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6.  Доказать, что для 
[image: image1990.wmf]q
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[image: image1991.wmf]2
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7.  Вычислить: 
[image: image1992.wmf]1
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8.  Доказать: 
[image: image1993.wmf]1
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9.  Вычислить произведение  
[image: image1994.wmf](
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,  состоящее из n множителей.

10.  Доказать: 
[image: image1995.wmf]1
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§3. Группы.

Задачи для самостоятельного решения.

1. Назвать 4 мультипликативные группы.

2. Назвать 4 аддитивные числовые группы.

3. Доказать, что группа комплексных корней степени 
[image: image1996.wmf]n

 из единицы коммутативна.

4. Образуют ли группу множество пар 
[image: image1997.wmf])

,
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, где 
[image: image1998.wmf]Î
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R, относительно операции ​​​​-, определённой следующим образом:  
[image: image1999.wmf])
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5. Пусть 
[image: image2000.wmf]S

 - совокупность подстановок, определённых на множестве 
[image: image2001.wmf]{
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. Образует ли 
[image: image2002.wmf]S

 группу относительно композиции, если 
[image: image2003.wmf]{
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, где 
[image: image2004.wmf]e

- тождественная подстановка?

6. Образует ли группу множество ненулевых матриц вида 
[image: image2005.wmf]÷
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, где 
[image: image2006.wmf]Î
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 R, относительно умножения?

7. Образует ли группу множество верхних треугольных матриц с нулями на главной диагонали относительно операции 
[image: image2007.wmf]XY
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8. Доказать, что если в мультипликативной группе для любого элемента 
[image: image2008.wmf]a

 выполнено 
[image: image2009.wmf]e
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2

, то группа коммутативна.

9. Образует ли группу множество   
[image: image2010.wmf]{
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относительно операций  (,
[image: image2011.wmf]1
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[image: image2012.wmf]1
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10. Образует ли группу множество  
[image: image2013.wmf]{
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§4. Подстановки

Примеры.

1. 1)выпишем все подстановки степени 2, то есть [image: image2014.wmf]2
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[image: image2015.wmf]2
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[image: image2016.wmf]3
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   [image: image2017.wmf]3
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2)вычислим обратную подстановку.

[image: image2018.wmf]1
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2. Найти число всех инверсий в подстановках множества [image: image2019.wmf]3

S

.

    1) [image: image2020.wmf]1

123

123

te

æö

ç÷

ç÷

èø

==

. Подстановка инверсий не имеет, то есть число инвер​сий равно [image: image2021.wmf]0

(чётное число).

    2) [image: image2022.wmf]2
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. Рассмотрим пары, у которых [image: image2023.wmf]ij

<

, то есть [image: image2024.wmf](1;2);(1;3);(2;3)


[image: image2025.wmf](1)1
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 не является инверсией.

[image: image2028.wmf](1)1
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[image: image2031.wmf](2)3
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, [image: image2033.wmf](2)(3)(2;3)
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 является инверсией.

Число всех инверсий в подстановке [image: image2034.wmf]2
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     3) [image: image2035.wmf]3
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. Рассмотрим пары, у которых [image: image2036.wmf]ij
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, то есть [image: image2037.wmf](1;2);(1;3);(2;3)


[image: image2038.wmf](1)2
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[image: image2041.wmf](1)2
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 не является инверсией.
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 не является инверсией.

Число всех инверсий в подстановке [image: image2047.wmf]3
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4) [image: image2048.wmf]4
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. Рассмотрим пары, у которых [image: image2049.wmf]ij

<

, то есть [image: image2050.wmf](1;2);(1;3);(2;3)


[image: image2051.wmf](1)2

t

=

 [image: image2052.wmf](2)3

t

=

, [image: image2053.wmf](1)(2)(1;2)

tt

<Þ

 не является инверсией.

[image: image2054.wmf](1)2

t

=

 [image: image2055.wmf](3)1

t

=

, [image: image2056.wmf](1)(3)(1;3)

tt

>Þ

 является инверсией.

[image: image2057.wmf](2)3

t

=

 [image: image2058.wmf](3)1

t

=

, [image: image2059.wmf](2)(3)(2;3)

tt

>Þ

 является инверсией.

Число всех инверсий в подстановке [image: image2060.wmf]4

2

t

=


5) [image: image2061.wmf]5

123

312

t

æö

ç÷

ç÷

èø

=

. Рассмотрим пары, у которых [image: image2062.wmf]ij

<

, то есть [image: image2063.wmf](1;2);(1;3);(2;3)


[image: image2064.wmf](1)3

t

=

 [image: image2065.wmf](2)1

t

=

, [image: image2066.wmf](1)(2)(1;2)

tt

>Þ

 является инверсией.

[image: image2067.wmf](1)3

t

=

 [image: image2068.wmf](3)2

t

=

, [image: image2069.wmf](1)(3)(1;3)

tt

>Þ

 является инверсией.

[image: image2070.wmf](2)1

t

=

 [image: image2071.wmf](3)2

t

=

, [image: image2072.wmf](2)(3)(2;3)

tt

<Þ

 не является инверсией.

Число всех инверсий в подстановке [image: image2073.wmf]5

2

t

=

  

6) [image: image2074.wmf]6

123

321

t

æö

ç÷

ç÷

èø

=

. Рассмотрим пары, у которых [image: image2075.wmf]ij

<

, то есть [image: image2076.wmf](1;2);(1;3);(2;3)


[image: image2077.wmf](1)3

t

=

 [image: image2078.wmf](2)3

t

=

, [image: image2079.wmf](1)(2)(1;2)

tt

>Þ

 является инверсией.

[image: image2080.wmf](1)3

t

=

 [image: image2081.wmf](3)1

t

=

, [image: image2082.wmf](1)(3)(1;3)

tt

>Þ

 является инверсией.

[image: image2083.wmf](2)2

t

=

 [image: image2084.wmf](3)1

t

=

, [image: image2085.wmf](2)(3)(2;3)

tt

>Þ

 является инверсией.

Число всех инверсий в подстановке [image: image2086.wmf]6

3

t

=


3. Определить знак подстановки при [image: image2087.wmf]3

n

=

: [image: image2088.wmf]123
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e

æö
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==

,[image: image2089.wmf]2

123

sgnsgn1
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t
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==-

,[image: image2090.wmf]4
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t
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==

,[image: image2091.wmf]5
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t
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==

, [image: image2092.wmf]6
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t
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èø

==-


4. 1)Следующую подстановку записать в виде цикла [image: image2093.wmf]12345678

(1)(2, 8, 3, 6)(4)(5)(7)(2, 8, 3, 6)

18645273

t

æö

ç÷

ç÷

èø

==´´´´Þ

- цикл.

2)Записать цикл в виде подстановки длины 8 [image: image2094.wmf]12345678

(1, 4, 5, 7)

42357618

t

æö

ç÷

ç÷

èø

==

.

Задачи для самостоятельного решения.

1. Перемножить подстановки: [image: image2095.wmf]123123123

123321231

æöæöæö

ç÷ç÷ç÷

ç÷ç÷ç÷

èøèøèø

´=


2. Найти число всех инверсий в подстановках множества S4.

3. Определить знак подстановки при n=2.

4. Следующую подстановку записать в виде цикла[image: image2096.wmf]1

12345678

(2, 8, 3, 6)

18645273

12345678

(1, 4, 5, 7)

42357618

t

t

æö

ç÷

ç÷

èø

æö

ç÷

ç÷

èø

==

==


5. Записать цикл в виде подстановки длины 8:  [image: image2098.png]



§5. Кольца.
Примеры.

1. Пусть мы имеем множество [image: image2099.wmf]2{2|, }

ZababZ

éù

ëû

=+Î

, [image: image2100.wmf](2, , , , 0)

Z

éù

ëû

+´-

- кольцо. Определим [image: image2101.wmf]:(2)2

abab

jj

+=-

, имеем [image: image2102.wmf]:22

ZZ

j

éùéù

ëûëû

®

, проверим, что [image: image2103.wmf]j

 является гомоморфизмом кольца в себя, для этого проверим два условия теоремы: [image: image2104.wmf](, , , )

abcdZ

"Î

 [image: image2105.wmf]((2)(2))(()()2)()()2

abcdacbdacbd

jj

+++=+++=+-+=

 [image: image2106.wmf](2)(2)(2)(2)

abcdabcd

jj

=-+-=+++

[image: image2107.wmf]Þ

 первое условие выпол​нено.

     [image: image2108.wmf](, , , )

abcdZ

"Î

 [image: image2109.wmf]((2)(2))((2)()2)

abcdacbdadbc

jj

+´+=+++=

 [image: image2110.wmf](2)()2(2)(2)(2)(2)

acbdadbcabcdabcd

jj

=+-+=--=+´+

 [image: image2111.wmf]Þ

 второе условие выполнено.

Значит [image: image2112.wmf]j

- гомоморфизм кольца [image: image2113.wmf]K

 в кольцо [image: image2114.wmf]L

.

2. Рассмотрим кольцо целых чисел [image: image2115.wmf](, , , 0)

Z

=+´-

. Подколь​цами данного кольца является кольцо [image: image2116.wmf](, , , , 0)

Z

+´-

, [image: image2117.wmf]2

(, , , , 0)

Z

+´-

, [image: image2118.wmf]({0}, , , 0)

+-


Задачи для самостоятельного решения.

1. Являются ли кольцами? Указать свойства колец. 

а) 
[image: image2119.wmf](,,,,0)

+×-

¢

, где 
[image: image2120.wmf]{...,2,1,0,1,2,...}

=--

¢

 – множество целых чисел;

б) 
[image: image2121.wmf](,,,,0)

+×-

¥

, где 
[image: image2122.wmf]{1,2,3,...}

=

¥

 – множество натуральных чисел;

в) 
[image: image2123.wmf]({2|},,,,0)

kk

Î+×-

¢

;

г) 
[image: image2124.wmf](,,,,0)

+×-

¤

, где  
[image: image2125.wmf]¤

 – множество рациональных чисел;

д) 
[image: image2126.wmf](,,,,0)

+×-

£

, где 
[image: image2127.wmf]£

 – множество комплексных чисел;

е) 
[image: image2128.wmf]({35|,},,,,0)

abcab

++Î+×-

¤

;

ж) 
[image: image2129.wmf]00

({|,},,,,)

00

ab

ab

ba

æöæö

Î+×-

ç÷ç÷

-

èøèø

¡

;

з) 
[image: image2130.wmf]00

({|,},,,,)

00

ab

ab

bb

æöæö

Î+×-

ç÷ç÷

èøèø

¡

;

и) 
[image: image2131.wmf]1

1101,0

({...|,...,},,,,0)

nn

nnnn

fxfxfxffff

-

--

++++Î+×-

Z

;

к)  
[image: image2132.wmf]3

(,,,,0)

+×-

Z

, где 
[image: image2133.wmf]3

{3|}

kk

=Î

¢¢

;

л) 
[image: image2134.wmf]4

(,,,,0)

+×-

Z

, где 
[image: image2135.wmf]4

{4|}

kk

=Î

¢¢

.

2. Составить таблицы сложения и умножения в кольце классов вычетов кольца целых чисел по идеалу I = (n), где 
[image: image2136.wmf]1,2,3,4,5,6

n

=

. Какими свойствами обладают эти кольца?

3. Пусть К – целостное кольцо и 
[image: image2137.wmf]K

k

Î

 – ненулевой элемент. Доказать, что 
[image: image2138.wmf])

(

)

(

)

(

)

,

(

max

b

a

b

a

=

Ç

k

k

k

, для любых положительных целых чисел (, (.

4. Доказать, что кольце целых чисел Z понятия простоты и неприводимости совпадают и описывают в точности множество простых чисел.

5. Доказать, что в кольце Z[
[image: image2139.wmf]5

] = 
[image: image2140.wmf]}

,

|

5

{

числа

 

целые

 

-

 

b

a

b

a

+

 элемент 2 является неприводимым и не является простым.

6. . Пусть K - целостное кольцо, p(K. Если элемент p – простой, то p – неприводимый. Привести пример, показывающий, что обратное утверждение неверно.

7. Доказать, что данные кольца изоморфны:

а) 
[image: image2141.wmf]({3|,},,,,0)

abab

+Î+×-

Z

 и 
[image: image2142.wmf]00

({|,},,,,)

500

ab

ab

ba

æöæö

Î+×-

ç÷ç÷

èøèø

¤

;

б) 
[image: image2143.wmf](,,,,0,1)

+×-

¢

 и 
[image: image2144.wmf]00010

({|},,,,,)

00001

a

a

a

æöæöæö

Î+×-

ç÷ç÷ç÷

èøèøèø

Z

. 
§6. Поле.

Задачи для самостоятельного решения.

1. Доказать, что порядок единицы поля в его аддитивной группе либо бесконечен, либо является простым числом.

2. Для каких чисел n = 2,3,4,5,6,7 существует поле из n элементов?

3. Доказать, что поле из р элементов, где р — простое число, имеет единственное собственное подполе.

4. При каких m, n [image: image2146.png]


 Z\ {0} поля Q([image: image2148.png]


m) и Q([image: image2150.png]


n) изоморфны?

5. Доказать, что для любого автоморфизма [image: image2152.png]


 поля К множество элементов, неподвижных относительно [image: image2154.png]


, является подполем.

6. Доказать, что любые два поля из четырёх элементов  изоморфны.

§7. Поле комплексных чисел
Примеры.

1. Вычислить: 
[image: image2155.wmf]35(35)(1)82

4

1(1)(1)2

iiii

i

iii

++-+

===+

++-

.
2. Найти аргумент комплексного числа:

[image: image2156.wmf] 10,  12, 

argArgkkZ

p

==Î

,

 [image: image2157.wmf] (1)0,  (1)2, 

argArgkkZ

pp

-=-=+Î

,

 [image: image2158.wmf] /2,  /22, 

argiArgikkZ

ppp

==+Î

,

 [image: image2159.wmf] ()/2,  ()/22, 

argiArgikkZ

ppp

-=--=-+Î

,

 [image: image2160.wmf] (1)/4,  (1)/42, 

argiArgikkZ

ppp

+=+=+Î

. 

3. Запишем числа [image: image2161.wmf]1, 1, , 

ii

--

 в тригонометрической форме:

[image: image2162.wmf]1cos0sin0; -1=cos+sin; =cos(/2)sin(/2); 

cos(/2)

iiiii

ppppp

=++-=-+

[image: image2163.wmf]sin(/2); 12(cos(/4)sin(/4))

iii

ppp

+-+=+

.  

Задачи для самостоятельного решения.

1. Вычислить:


[image: image2164.wmf]1) (2 + i)(3 - i) + (2 + 3i)(3 + 4i);

2) (2 + i)(3 + 7i) - (1 + 2i)(5 + 4i);

3) (4 + i)(5 + 3i) - (3 + i)(3 - i);



[image: image2165.wmf]4)

 [image: image2167.png](5+0(3+50
2



;       
[image: image2168.wmf]5)

[image: image2170.png]2+ (4+)
P



;      
[image: image2171.wmf]33

6) (2 + i) + (2 - i);



[image: image2172.wmf]5

3

(1 + i)

7) ;

(1 - i)

     
[image: image2173.wmf]13

8) -

22

i

æö

±

ç÷

ç÷

èø

. 

2. Вычислить 
[image: image2174.wmf]987757

,,,

n

iiii

-

, где n — целое число.

3. Найти вещественные числа х и у, удовлетворяющие уравнению: 


[image: image2175.wmf]1)(2)(12)14;

2)(32)(13)49.

ixiyi

ixiyi

+++=-

+++=-


4. Доказать, что: 

а)
комплексное число  z является вещественным тогда и только 

тогда, когда [image: image2177.png]


 = z; 

б)
комплексное число z является чисто мнимым тогда и только 

тогда, когда [image: image2179.png]


 =—z.

5. Доказать, что: 

а)
произведение двух комплексных чисел является вещественным 

тогда и только тогда, когда одно из них отличается от сопряжённого 

к другому вещественным множителем; 

б)
сумма и произведение двух комплексных чисел являются ве- 

вещественными тогда и только тогда, когда данные числа или сопряжены, или оба вещественны.

6. Найти все комплексные числа, сопряжённые: 

а) своему квадрату;     б) своему кубу.

7. Решить уравнения:


[image: image2180.wmf]2

2

2

2

2

2

4)(1)630;

5)54100

1);

2

;

6

)34;

3)51

)(27)130.

2;

ziz

zi

z

i

zzi

ziz

i

i

zi

-+++=

-++=

+-+

=-

-

-

=

=

=


8. Вычислить: 

[image: image2181.wmf]6

1);

i

       
[image: image2182.wmf]10

2)512(13);

i

-

      
[image: image2183.wmf]8

3)22(1);

i

-



[image: image2184.wmf]6

4)27;

-

     
[image: image2185.wmf]4

5)838;

i

-

       
[image: image2186.wmf]4

6)72(13).

i

--


9. Найти тригонометрическую форму числа:  [image: image2187.png]File Selection Navigate View Layout Measure Help
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10.  Вычислить:

[image: image2189.png]Selection Navigate View Layout Measure Help
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§8. Перестановки

Примеры.

1. Пусть A = {a[image: image2190.wmf]1

,a[image: image2191.wmf]2

,a[image: image2192.wmf]3

} - 3-х элементное множество. Выпишем все 2- перестановки множества A:

(a[image: image2193.wmf]1

,a[image: image2194.wmf]2

), (a[image: image2195.wmf]2

,a[image: image2196.wmf]1

), (a[image: image2197.wmf]3

,a[image: image2198.wmf]1

),

(a[image: image2199.wmf]1

,a[image: image2200.wmf]3

), (a[image: image2201.wmf]2

,a[image: image2202.wmf]3

), (a[image: image2203.wmf]3

,a[image: image2204.wmf]2

).

2. Пусть A = {a[image: image2205.wmf]1

,a[image: image2206.wmf]2

,a[image: image2207.wmf]3

} есть - 3-х элементное множество. Выпишем все перестановки множества A:

(a[image: image2208.wmf]1

,a[image: image2209.wmf]2

,a[image: image2210.wmf]3

), (a[image: image2211.wmf]2

,a[image: image2212.wmf]1

,a[image: image2213.wmf]3

), (a[image: image2214.wmf]3

,a[image: image2215.wmf]1

,a[image: image2216.wmf]2

),

(a[image: image2217.wmf]1

,a[image: image2218.wmf]3

,a[image: image2219.wmf]2

), (a[image: image2220.wmf]2

,a[image: image2221.wmf]3

,a[image: image2222.wmf]1

), (a[image: image2223.wmf]3

,a[image: image2224.wmf]2

,a[image: image2225.wmf]1

).

3. Пусть A=  {a[image: image2226.wmf]1

,a[image: image2227.wmf]2

,a[image: image2228.wmf]3

} - 3-х элементное множество. Выпишем все 2- сочетания множества A: {a[image: image2229.wmf]1

,a[image: image2230.wmf]2

}, {a[image: image2231.wmf]1

,a[image: image2232.wmf]3

}, {a[image: image2233.wmf]2

,a[image: image2234.wmf]3

}.
4. Выпишем все перестановки с повторениями состава (2,2) множества   {a[image: image2235.wmf]1

,a[image: image2236.wmf]2

}:
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), (a[image: image2241.wmf]1
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,a[image: image2244.wmf]2

), (a[image: image2245.wmf]1
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(a[image: image2249.wmf]2

,a[image: image2250.wmf]1

,a[image: image2251.wmf]1
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), (a[image: image2253.wmf]2

,a[image: image2254.wmf]1
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), (a[image: image2257.wmf]2

,a[image: image2258.wmf]2

,a[image: image2259.wmf]1

,a[image: image2260.wmf]1

).

5. Сколько существует различных шестизначных телефонных номеров, не содержащих цифры 0 и все цифры которых различны ?
Решение.  Телефонный номер кодируется кортежем (c
[image: image2261.wmf]1

,c
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,c
[image: image2263.wmf]3

,c
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,c
[image: image2265.wmf]5

,c
[image: image2266.wmf]6

), 

где  c
[image: image2267.wmf]1

- первая цифра номера,..., c
[image: image2268.wmf]6

- шестая цифра номера. Кортеж есть 6- перестановка множества {1,...,9}. Поэтому искомое число равно 
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6. Сколькими способами можно опустить 5 различных писем в 11 различных почтовых ящиков, если в каждый ящик опускается не более одного письма ?

   Решение. Опускание писем в ящики кодируется функцией, определённой на множестве писем и принимающей значения в множестве ящиков. Т. к. кодирующая функция является инъекцией, то искомое число равно 
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7. Пусть A, B - конечные множества, k, m, n(N0, k( m( n, |A| = k, |B| = n. Сколько решений имеет неравенство:

а) A(X (B, |X| = m ?

б) A(X (B ?

   Решение. а) Отображение X( X-A является биективным отображением множества решений системы A(X (B, |X| = m на множество всех m-k элементных подмножеств множества B-A. Поэтому искомое число равно 
[image: image2271.wmf]m

k

n

k

-

-

æ

è

ç

ö

ø

÷

.
Задачи для самостоятельного решения.
1. Сколько существует различных: 

а) шестизначных телефонных номеров все, цифры которых различны? 

б) шестизначных телефонных номеров, не содержащих цифр 0 и 9, и, все цифры которых различны?  

в) шестизначных телефонных номеров, не содержащих цифр 0,1,8,9, и, все цифры которых различны?  

г) шестизначных телефонных номеров, не начинающихся с цифр 0 и 8, и, все цифры которых различны?  

д) шестизначных телефонных номеров, не начинающихся с цифр 0,5,8, и, все цифры которых различны? 

2. а) Сколькими способами можно составить трёхцветный флаг из трёх параллельных горизонтальных полос, если имеются ткани 7 различных цветов? 

б) Сколькими способами можно составить трёхцветный флаг из трёх параллельных горизонтальных полос, одна из которых красная, если имеются ткани 7 различных цветов? 

3. Сколько различных "слов" длины k, все буквы которых попарно различны, можно составить из n букв?

4. Сколькими способами можно выбрать 3- х делегатов на конференцию из группы в 25 человек?

5. В скольких точках пересекаются диагонали выпуклого n угольника, если никакие 3 из них не пересекаются в одной точке?

6. Сколько существует кортежей из 0 и 1 длины n содержащих k единиц?

7. Точка начинает движение в плоскости из начала координат (0,0) по ломанной, которая называется путём, на каждом шаге точка может переместиться на 1 вправо по горизонтали или на 1 вверх по вертикали.

а) Сколько существует путей из точки (0,0) до точки (m, n)(N
[image: image2272.wmf]0
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б) Сколько существует путей из точки (0,0) до точки (m, n) проходящих через точку (m
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,n
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), где (m, n),(m
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( m, 0( n
[image: image2279.wmf]1

( n ?

8. Функция f:{1,...,n}({1,...,m} называется строго возрастающей, если из i<j следует, что f(i)<f(j) для всех i, j({1,...,n}. Сколько всего существует строго возрастающих функций f:{1,...,n}({1,...,m}?

9. Сколько различных «слов» можно получить, переставляя буквы в словах:

а) математика?

б) парабола?

в) комбинаторика?

г) класс?

д) пионер?

е) институт?

10. Сколькими способами можно разместить 30 различных предметов по 6 ящикам чтобы в каждом ящике оказалось по 5 предметов?

11. Сколькими способами можно расставить белые фигуры (2 коня, 2 слона, 2 ладьи, ферзя и короля) на первой линии шахматной доски 8(8?

Заключение

В данной работе рассмотрены всевозможные алгебраические системы и выполнение операций над ними. Алгебра, являющаяся одной из важнейших областей математики, в двадцатом веке сформировалась именно как наука об алгебраических системах. При этом в ней изучаются и свойства конкретных алгебраических систем, и разнообразные общие свойства алгебраических систем, выражаемые в терминах заданных на них операций. Одним из важнейших языков для выражения свойств алгебраических систем является язык тождеств. Тождеством называют равенство буквенных выражений, справедливое при всех значениях входящих в него букв.
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