1. ВВЕДЕНИЕ

         Весь мир построен на вероятности, любое событие, которое мы ожидаем, может произойти.Здесь вводится понятие случайного события: Событие называется случайным, если в результате испытания (опыта) оно может произойти, а может и не произойти. Приведем примеры таких событий:

      Испытание – бросание монетки, случайное событие – выпадение орла.

      Испытание – участие в игре «Русское лото», случайное событие – выигрыш.

      Испытание – матч футбола, случайное событие – игровая ничья.  

            Теория вероятности, в наше время, занимает очень важное место в математической статистике, она является основой математического аппарата и прикладных аспектов. Многие ученые-математики углубленно изучали эту важную тему, и множество употребляемых ныне формул линейной математики и аналитической геометрии является следствиями из теории вероятности. И поэтому фундаментальные основы теории вероятности вводятся  во многих школах , начиная уже с девятых классов.

           Сейчас теория вероятности очень актуальна. Так как в школьном курсе мы непосредственно не изучали ее, я решил разобрать ее самостоятельно. Прочитав множество источников литературы по данной теме, я увидел как сильно она переплетена с нашей жизнью и, поэтому решил изложить в своей научной работе основные положения, понятия и теорию по теме: Теория вероятности.

           Первым делом мне бы хотелось ознакомить вас с ОСНОВНЫМИ ПЕРЕЧЕСЛЕННЫМИ ПРАВИЛАМИ:

     1. Правило произведения

Если первое событие может произойти n1 способами, а второе - n2 способами независимо от первого, то совместная реализация может произойти n1(n2 способами.

     2. Правило суммы

Если первое событие может произойти n1 способами, а второе - n2 способами независимо от первого, то первое или второе события могут произойти n1+n2 способами.

2.  Комбинаторный метод вычисления вероятностей1
При подсчете числа элементарных исходов, составляющих события в классической схеме, часто используются известные формулы комбинаторики. Каждая из комбинаторных формул определяет общее число элементарных исходов в некотором идеализированном эксперименте по выбору наудачу m элементов из n различных элементов исходного множества E = {e1, e2, ..., en}. 

При постановке каждого такого эксперимента строго оговорено, каким способом производится выбор и что понимается под различными выборками. Существуют две принципиально отличные схемы выбора: в первой схеме выбор осуществляется без возвращения элементов (это значит, что отбираются либо сразу все m элементов, либо последовательно по одному элементу, причем каждый отобранный элемент исключается из исходного множества). Во второй схеме выбор осуществляется поэлементно с обязательным возвращением отобранного элемента на каждом шаге и тщательным перемешиванием исходного множества перед следующим выбором. После того, как выбор тем или иным способом осуществлен, отобранные элементы (или их номера) могут быть либо упорядочены (т.е. выложены в последовательную цепочку), либо нет. В результате получаются следующие четыре различные постановки эксперимента по выбору наудачу m элементов из общего числа n различных элементов множества Е.

А. Схема выбора, приводящая к сочетаниям

Если опыт состоит в выборе m элементов без возвращения и без упорядочивания, то различными исходами следует считать m-элементные подмножества множества E, имеющие различный состав. Получаемые при этом комбинации элементов (элементарные исходы) носят название сочетания из n элементов по m, а их общее число N(() определяется по формуле:

Cmn = n!/[m!(n - m)!] = n(n - 1)...(n - m + 1)/m!.

Для чисел Cmn, называемых также биномиальными коэффициентами, справедливы следующие тождества, часто оказывающиеся полезными при решении задач:

Cmn = Cn-mn (свойство симметрии), 

Ckn+1 = Ckn + Ck-1n; C0n = 1 (рекуррентное соотношение),

C0n + C1n + ... + Cnn = 2n (следствие биномиальной формулы Ньютона).

Пример 1. Множество Е содержит 10 первых букв русского алфавита. Сколько различных алфавитов из трех букв можно составить из данного множества букв? Какова вероятность того, что случайно выбранный алфавит будет содержать букву «a»?

Решение Число различных алфавитов равно числу трехэлементных подмножеств множества Е (числу сочетаний из 10 элементов по 3): N(() = C310 = 10(9(8/(1(2(3) = 120.

Пусть событие A - случайно выбранный алфавит из трех букв, содержащий букву «a». Число элементов множества А равно числу всех возможных способов отобрать две буквы из девяти (из десяти букв исключена буква «a»), т.е. равно числу сочетаний из 9 элементов по 2: N(A) = C29 = 9(8/2 = 36.

Таким образом, Р(A) = N(A)/N(() = 36/120 = 0,3.

Б. Схема выбора, приводящая к размещениям

Если опыт состоит в выборе m элементов без возвращения, но с упорядочиванием их по мере выбора в последовательную цепочку, то различными исходами данного опыта будут упорядоченные m-элементные подмножества множества Е, отличающиеся либо набором элементов, либо порядком их следования. Получаемые при этом комбинации элементов (элементарные исходы) называются размещениями из n элементов по m, а их общее число N(() определяется формулой:

Amn = Cmn(m! = n!/(n - m)! = n(n - 1)...(n - m + 1).

Если n = m, то опыт фактически состоит в произвольном упорядочивании множества Е, т.е. сводится к случайной перестановке элементов всего множества. Тогда N(() = Ann = n!.

Пример 2. Группа, состоящая из 8 человек, занимает места за круглым столом в случайном порядке. Какова вероятность того, что при этом два определенных лица окажутся сидящими рядом?

Решение. Так как упорядочивается все множество из 8 элементов, то N(() = A88 = 40320. Событию А благоприятствуют такие размещения, когда два отмеченных лица сидят рядом: всего 8 различных соседних пар мест за круглым столом, на каждой из которых отмеченные лица могут сесть двумя способами, при этом остальные 6 человек размещаются на оставшиеся места произвольно, поэтому по формуле о числе элементов прямого произведения множеств получаем N(A) = 2(8(6!. Следовательно Р(A) = N(A)/N(() = 2/7.

В. Схема выбора, приводящая к сочетаниям с повторениями

Если опыт состоит в выборе с возвращением m элементов множества E = {e1, e2, ..., en}, но без последующего упорядочивания, то различными исходами такого опыта будут всевозможные m-элементные наборы, отличающиеся составом. При этом отдельные наборы могут содержать повторяющиеся элементы. Например, при m = 4 наборы {e1, e1, e2, e1} и {e2, e1, e1, e1} неразличимы для данного эксперимента, а набор {e1, e1, e3, e1} отличен от любого из предыдущих. Получающиеся в результате данного опыта комбинации называются сочетаниями с повторениями, а их общее число определяется формулой N(() = Cmn+m-1.

Пример 3. В библиотеке имеются книги по 16 разделам науки. Поступили очередные четыре заказа на литературу. Считая, что любой состав заказанной литературы равновозможен, найти вероятности следующих событий: А - заказаны книги из различных разделов наук, В - заказаны книги из одного и того же раздела науки. 

Решение. Число всех равновероятных исходов данного эксперимента равно, очевидно, числу сочетаний с повторениями из 16 элементов по 4, т.е. N(()= C416+4-1 = C419.

Число исходов, благоприятствующих событию A, равно числу способов отобрать без возвращения четыре элемента из 16, поэтому Р(A) = N(A)/N(() = C416/C419 ( 0,47.

Число исходов, благоприятствующих событию В, равно числу способов выбрать один элемент из 16, поэтому Р(A) = N(A)/N(() = C116/C419 ( 0,004.

Г. Схема выбора, приводящая к размещениям с повторениями

Если выбор m элементов из множества E = {e1, e2, ..., en}, производится с возвращением и с упорядочиванием их в последовательную цепочку, то различными исходами будут всевозможные m-элементные наборы (вообще говоря, с повторениями), отличающиеся либо составом элементов, либо порядком их следования. Например, при m = 4 наборы {e1, e1, e2, e1}, {e2, e1, e1, e1} и {e1, e1, e3, e1} являются различными исходами данного опыта. Получаемые в результате различные комбинации называются размещениями, с повторениями, а их общее число определяется формулой

N(()= nm.

Пример 4. Опыт состоит в четырехкратном выборе с возвращением одной из букв алфавита E = {а, б, к, о, м} и выкладывании слова в порядке поступления букв. Какова вероятность того, что в результате будет выложено слово «мама»?

Решение. Число элементов множества, равновероятных исходов равно числу размещений с повторениями из 5 элементов по 4 т.е. N(()= 54. Слову «мама» соответствует лишь один возможный исход. Поэтому Р(A) = N(A)/N(() = 1/54 ( 0,0016.

Д. Схема упорядоченных разбиений

Пусть множество E состоит из m различных элементов. Рассмотрим опыт, состоящий в разбиении множества E случайным образом на s подмножеств E1, E2, ..., Es таким образом, что:

1. Множество Еi содержит ровно ni элементов, где i = 1, 2, ..., s.

2. Множества Еi упорядочены по количеству элементов ni.

3. Множества Еi, содержащие одинаковое количество элементов, упорядочиваются произвольным образом. Например, при n = 7, n1 = 2, n2 = 2, n3 = 3 разбиения {E1 = {e1, е2}, Е2 = {e3, е4}, Е3 = {e5, е6, e7}} и {E1 ={e3, е4}, Е2 ={e1, е2}, Е3 = {e5, е6, e7}} являются различными исходами данного опыта.

Число всех элементарных исходов в данном опыте определяется формулой

N(() = n!/(n1! ( n2! ( ... ( ns!).

Пример 5. Десять приезжих мужчин, среди которых Петров и Иванов, размещаются в гостинице в два трехместных и один четырехместный номер. Сколько существует способов их размещения? Какова вероятность того, что Петров и Иванов попадут в четырехместный номер?

Решение. Разбиения в данном опыте характеризуются следующими параметрами: s = 3, n = 10, n1 = 3, n2 = 3, n3 = 4. Тогда N(() = 10!/(3!(3!(4!) = 4200.

Пусть событие А - Петров и Иванов попадут в одни четырехместный номер. Благоприятствующие событию А исходы соответствуют разбиениям со следующими параметрами: s = 3, n = 8, n1 = 3, n2 = 3, n3 = 2. Тогда N(A) = 8!/(3!(3!(2!) = 560. Искомая вероятность Р(A) = N(A)/N(() = 560/4200 = 2/15.

3.  Случайные величины

Случайной величиной (СВ) Х называется действительная функция X = X((), определенная на множестве элементарных исходов (, такая, что для любого действительного x множество тех ( ( (, для которых X(() ( x, принадлежит полю событий W((). СВ принято обозначать большими буквами латинского алфавита, а их возможные значения - соответствующими малыми буквами.

Различают СВ дискретного типа (сокращенно СВДТ) и СВ непрерывного типа (сокращенно СВНТ). СВ называется СВДТ, если множество ее возможных значений конечно или счетно. Например, число бросаний монеты до появления герба или число выпавших очков при бросании игрального кубика. СВ называется СВНТ, если множество ее возможных значений заполняют интервал числовой оси. Например, время до отказа прибора (время (жизни( прибора) или погрешность измерения.

Для полного задания СВ необходимо указать множество ее возможных значений и определить некоторое соответствие между отдельными ее значениями xi (или некоторыми подмножествами) и вероятностями pi, с которыми эти значения (или подмножества) принимаются. Любое такое соответствие называется законом распределения СВ. Например, для СВДТ достаточно указать зависимость pi = P{X = xi} или таблицу следующего вида:

	Возможные значения СВ Х
	x1
	x2
	...
	xn

	P{X = xi} = pi > 0; (p1 + p2 + ... + pn = 1)
	p1
	p2
	...
	pn



Для СВНТ такие способы не годятся, поэтому ставят в соответствие вероятности не отдельные значения СВ, а множество значений (X < x), где x - произвольное число. Этот способ годится для СВДТ и для СВНТ.

Функцией распределения (ФР) (или интегральным законом распределения) СВ X называется числовая функция F(x) = P{X < x}, определенная для любых x ( R. Свойства ФР:

1.  0 ( F(x) ( 1;

2.  F(x1) ( F(x2), если x1 ( x2, т.е. F(x) - неубывающая функция;

3.   

  


4.  P{a ( X ( b} = F(a) - F(b).

Плотностью распределения (ПР) (или дифференциальным законом распределения) СВ X называется числовая функция f(x), равная производной от ФР, если такая производная существует: f(x) = F((x). Связь между ПР и ФР можно представить в интегральной форме:



 что позволяет определить ФР: 

 

Свойства ПР:

1.  f(x) ( 0, т.к. ФР - неубывающая функция;

2.  

 - условие нормировки.

Задача №1. Могут ли функции ((x) и ((x) являться ФР или ПР некоторой СВ X, если “да”, то при каком значении (?1
а)   ((x) = 

             б)   ((x) = 


3.1.  Числовые характеристики случайных величин

Различают следующие группы числовых характеристик: характеристики положения (математическое ожидание, мода, медиана, квантиль и др.), рассеивания (дисперсия, среднеквадратичное отклонение и др.), характеристики формы плотности распределения (показатель асимметрии, эксцесса и др.).

Математическим ожиданием (средним значением по распределению) называется действительное число, определяемое в зависимости от типа СВ Х формулой:

mX = M[X] = 


Математическое ожидание существует, если ряд (соответственно интеграл) в правой части формулы сходится абсолютно. Если mX = 0, то СВ Х называется центрированной (обозначается 

).

Свойства математического ожидания:

1.  M[C] = C, где С - константа;

2.  M[C(X] = C(M[X];

3.  M[X+Y] = M[X]+M[Y], для любых СВ X и Y;

4.  M[X(Y] = M[X](M[Y] + KXY, где KXY = M[



 EMBED Equation.2  
] - ковариация СВ X и Y.

Начальным моментом k-го порядка (k = 0, 1, 2, ...) распределения СВ Х называется действительное число, определяемое по формуле:

(k = M[Xk] = 


Центральным моментом k-го порядка распределения СВ Х называется число, определяемое по формуле:

(k = M[(X-mX)k]=


Из определений моментов, в частности, следует, что: (0 = (0 = 1, (1 = mX, (2 = DX = (X2.

Модой СВНТ называется действительное число Mo(X) = x*, определяемое как точка максимума ПР f(x). Мода может иметь единственное значение (унимодальное распределение) или иметь множество значений (мультимодальное распределение).

Медианой СВНТ называется действительное число Mе(X) = x0, удовлетворяющее условию: P{X ( x0} = P{X ( x0} или F(x0) = 0,5.

Квантилем уровня р называется действительное число tp, удовлетворяющее уравнению: F(tp) = p. В частности, из определения медианы следует, что x0 = t0,5.
Дисперсией СВ Х называется неотрицательное число D[X] = DХ, определяемое формулой:

DX = M[(X-mX)2] = M[X2] - mX2 = 


Дисперсия существует, если ряд (соответственно интеграл) в правой части равенства сходится. Свойства дисперсии:

1.  D[C] = 0, где С - константа;

2.  D[C(X] = C2(D[X];

3.  D[X-C] = D[X], дисперсия, очевидно, не меняется от смещения СВ X;

4.  D[X + Y] = D[X] + D[Y] + 2(KXY, где KXY = M[



 EMBED Equation.2  
] - ковариация СВ X и Y;

5.  


Неотрицательное число (Х = 

 называется среднеквадратичным отклонением СВ X. Оно имеет размерность СВ Х и определяет некоторый стандартный среднеквадратичный интервал рассеивания, симметричный относительно математического ожидания. (Величину (Х иногда называют стандартным отклонением). СВ Х называется стандартизованной, если mX = 0 и (Х = 1. Если величина Х = const (т.е. Х не случайна), то D[X] = 0.

Показателем асимметрии ПР является коэффициент асимметрии (“скошенности”) распределения: A = (3/(3X. Показателем эксцесса ПР является коэффициент эксцесса (“островершинности”) распределения: E = ((4/(4X)-3. В частности, для нормального распределения E = 0.
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3.2.  ЗАКОНЫ РАСПРЕДЕЛЕНИЯ СЛУЧАЙНЫХ ВЕЛИЧИН НЕПРЕРЫВНОГО ТИПА1
РАВНОМЕРНЫЙ ЗАКОН РАСПРЕДЕЛЕНИЯ

СВНТ Х называется распределенной равномерно на отрезке [a, b] (при этом для краткости говорят: СВ Х подчиняется закону R(a, b), т.е. Х ( R(a, b)), если плотность распределения вероятностей постоянна на данном отрезке. Тогда плотность распределения (ПР) f(x) и функция распределения (ФР) F(x) будут иметь следующий вид:

	f(x) = 

   F(x) = 


[image: image2.png]f(x)





	Основные числовые характеристики СВ Х ( R(a, b):

mX = M[X] = (a + b)/2;

(k = M[Xk] = (bk+1 - ak+1)/[(k + 1)((b - a)], k = 1, 2, ... ; 

(k = M[(X-mX)k] = [(b - a) k+1 - (a - b) k+1]/[2 k+1((k + 1)((b - a)],

k = 1, 2, ... ;

Mo(X) ( [a, b];

Mе(X) = M[X] = (a + b)/2;

t0,5 = Mе(X) = M[X] = (a + b)/2;
DX = M[(X - mX)2] = M[X2] - mX2 = (b - a)2/12;

(Х = (b - a)/

;
A = (3/(3X = 0;

E = ((4/(4X) - 3 = -6/5.


Это распределение реализуется в опытах, где наудачу ставится точка на отрезке [a, b], а также в экспериментах по измерению тех или иных физических величин с округлением (Х- ошибка округления).

ПОКАЗАТЕЛЬНЫЙ ЗАКОН РАСПРЕДЕЛЕНИЯ

СВНТ Х называется распределенной по показательному (экспоненциальному) закону с параметром ( ( 0 (при этом для краткости говорят: СВ Х подчиняется закону Ех((), т.е. Х ( Ех(()), если ее ПР задается формулой:

f(x) = 


ПР f(x) и ФР F(x) СВ Х ( Ех(() имеют следующий вид:

[image: image3.png]



Показательное распределение часто встречается в теории надежности (например, X - срок службы радиоэлектронной аппаратуры).

Задача №1. Пусть Х ( Ех((). Построить ФР и ПР. Определить следующие числовые характеристики СВ: mX, (k, Mo(X), Mе(X), DX, (Х, A, E.

НОРМАЛЬНЫЙ (ГАУССОВСКИЙ) ЗАКОН РАСПРЕДЕЛЕНИЯ

СВНТ называется распределенной по нормальному (гауссовскому) закону с параметрами m ( R и ( ( 0, если ПР задается формулой:

f(x) = 

  -( ( x ( +(.

Тогда ПР f(x) и ФР F(x) такой СВ имеют следующий вид:

[image: image4.png]f(x) F(x)





Для краткости говорят, что СВ Х подчиняется закону N(m, (), т.е. Х ( N(m, (). Параметры m и ( совпадают с основными характеристиками распределения: m = mX, ( = (Х = 

. Если СВ Х ( N(0, 1), то она называется стандартизованной нормальной величиной. ФР стандартизованной нормальной величиной называется функцией Лапласа и обозначается как Ф(x). С ее помощью можно вычислять интервальные вероятности для нормального распределения N(m, ():

P(x1 ( X ( x2) = Ф

 - Ф

.

При решении задач на нормальное распределение часто требуется использовать табличные значения функции Лапласа. Поскольку для функции Лапласа справедливо соотношение Ф(-х) = 1 - Ф(х), то достаточно иметь табличные значения функции Ф(х) только для положительных значений аргумента.

Таблица 1.

Значения функции Лапласа Ф(х) = 


	x
	Ф(x)
	x
	Ф(x)
	x
	Ф(x)
	x
	Ф(x)
	x
	Ф(x)
	x
	Ф(x)

	0,00

0,01

0,02

0,03

0,04

0,05

0,06

0,07

0,08

0,09
	0,5000

5040

5080

5120

5160

5199

5239

5279

5319

5359
	0,30

0,31

0,32

0,33

0,34

0,35

0,36

0,37

0,38

0,39
	0,6179

6217

6255

6293

6331

6368

6406

6443

6480

6517
	0,60

0,61

0,62

0,63

0,64

0,65

0,66

0,67

0,68

0,69
	0,7257

7291

7324

7357

7389

7422

7454

7486

7517

7549
	0,90

0,91

0,92

0,93

0,94

095

0,96

0,97

0,98

0,99
	0,8159

8186

8212

8238

8264

8289

8315

8340

8365

8389
	1,20

1,21

1,22

1,23

1,24

1,25

1,26

1,27

1,28

1,29
	0,8849

8869

8888

8907

8925

8944

8962

8980

8997

9015
	1,50

1,51

1,52

1,53

1,54

1,55

1,56

1,57

1,58

1,59
	0,9332

9345

9357

9370

9382

9394

9406

9418

9429

9441

	0,10

0,11

0,12

0,13

0,14

0,15

0,16

0,17

0,18

0,19
	0,5398

5438

5478

5517

5557

5596

5636

5675

5714

5753
	0,40

0,41

0,42

0,43

0,44

0,45

0,46

0,47

0,48

0,49
	0,6554

6591

6628

6664

6700

6736

6772

6808

6844

6879
	0,70

0,71

0,72

0,73

0,74

0,75

0,76

0,77

0,78

0,79
	0,7580

7611

7642

7673

7703

7734

7764

7794

7823

7852
	1,00

1,01

1,02

1,03

1,04

1,05

1,06

1,07

1,08

1,09
	0,8413

8437

8461

8485

8508

6531

8554

8577

8599

8621
	1,30

1,31

1,32

1,33

1,34

1,35

1,36

1,37

1,38

1,39
	0,9032

9049

9066

9082

9099

9115

9131

9147

9162

9177
	1,60

1,61

1,62

1,63

1,64

1,65

1,66

1,67

1,68

1,69
	0,9452

9463

9474

9484

9495

9505

9515

9525

9535

9545

	0,20

0,21

0,22

0,23

0,24

0,25

0,26

0,27

0,28

0,29
	0,5793

5832

5871

5910

5948

5987

6026

6064

6103

6141
	0,50

0,51

0,52

0,53

0,54

0,55

0,56

0,57

0,58

0,59
	0,6915

6950

6985

7019

7054

7088

7123

7157

7190

7224
	0,80

0,81

0,82

0,83

0,84

0,85

0,86

0,87

0,88

0,89
	0,7881

7910

7939

7967

7995

8023

8051

8078

8106

8133
	1,10

1,11

1,12

1,13

1,14

1,15

1,16

1,17

1,18

1,19
	0,8643

8665

8686

8708

8729

8749

8770

8790

8810

8830
	1,40

1,41

1,42

1,43

1,44

1,45

1,46

1,47

1,48

1,49
	0,9192

9207

9222

9236

9251

9265

9279

9292

9306

9319
	1,70

1,71

1,72

1,73

1,74

1,75

1,76

1,77

1,78

1,79
	0,9554

9564

9573

9582

9591

9599

9608

9616

9625

9633


Для вероятности попадания на симметричный относительно математического ожидания интервал справедлива формула: P( (X - mX( ( ( ) = 2(Ф((/() - 1.

Центральные моменты нормального распределения удовлетворяют рекуррентному соотношению: (n+2 = (n+1)(2(n,   n = 1, 2, ... . Отсюда следует, что все центральные моменты нечетного порядка равны нулю (так как (1 = 0).

Задача №2. Пусть Х ( N(0, 1). Построить ФР и ПР. Найти Mo(X), Mе(X), A, E.

4.  Случайные векторы1
Упорядочная совокупность n случайных величин (СВ) Х1, Х2, ..., Хn, рассматриваемых совместно в данном опыте, называется     n-мерной СВ или случайным вектором и обозначается 

 = (Х1, Х2, ..., Хn).

Функцией распределения (ФР) n-мерного случайного вектора называется функция n действительных переменных х1, x2, ..., xn, определяемая как вероятность совместного выполнения n неравенств: F(x1, x2, ... xn) = P{ X1 ( x1, X2 ( x2,..., Xn ( xn}. В частности, для двумерного случайного вектора (X, Y) по определению ФР имеем: F(x, y) = P{X ( x, Y ( y}. ФР F (х, у) обладает следующими свойствами:

1.  0 ( F(x, у) ( 1;

2.  F(x, у) - неубывающая функция своих аргументов;

3.  

   

   

   


4.   

   


Свойство 4 обычно называют условием согласованности. Оно означает, что ФР отдельных компонент случайного вектора могут быть найдены предельным переходом из функции совместного распределения этих компонент. Вероятность попадания случайной точки на плоскости (X, Y) в прямоугольник со сторонами, параллельными осям координат, может быть вычислена с помощью ФР по формуле:

P{x1 ( X ( x2, y1 ( Y ( y2} = F(x1, y1)+ F(x2, y2)- F(x1, y2)- F(x2, y1).

Двумерный случайный вектор (X,Y) называется случайным вектором дискретного типа (СВДТ), если множество его возможных значений G(x, y) не более чем счетно. Ее закон распределения можно задать двумерной таблицей из перечня возможных значений пар компонент {(хi, yi) ( (хi, yi) ( G(x, y)} и соответствующих каждой такой паре вероятностей pij = P{X = xi, Y = yj}, удовлетворяющих условию 


Двумерный случайный вектор (X, Y) называется случайным вектором непрерывного типа (СВНТ), если существует такая неотрицательная функция f(x, y) называемая плотностью распределения (ПР) вероятностей случайного вектора, что:

f(x, y) = 

,                 тогда F(x, y) =

.

ПР вероятностей обладает следующими свойствами:

1.  f(x, y) ( 0, (x, y) ( R2;

2. 

 - условие нормировки.

ПР вероятностей отдельных компонент случайного вектора выражаются в виде интегралов от совместной плотности:

f(x) =

                                            f(y) =

.

Вероятность попадания случайной точки в произвольную квадрируемую область S на плоскости определяется по формуле

P{(X, Y) ( S}=

.

Условной плотностью распределения вероятностей случайной компоненты X при условии, что компонента Y приняла определенное значение у, называется функция f(x/y) действительной переменной х ( R: f(x/y) = f(x, y)/f(y). Аналогично определяется условная плотностью распределения вероятностей случайной компоненты Y при условии, что компонента X приняла определенное значение x: f(y/x) = f(x, y)/f(x). СВ X1, X2, ..., Хn называются независимыми (в совокупности), если для событий {Xi ( Bi}, i = 1, 2, ..., n, где B1, B2, ... Bn - подмножества числовой прямой, выполняется равенство: P{X1 ( B1, X2 ( B2, ... Xn ( Bn} = P{X1 ( B1}( P{X2 ( B2}( ... (P{Xn ( Bn}.

Теорема: СВ X1, Х2, .... Хn независимы тогда и только тогда, когда в любой точке x = (x1, x2, ..., xn) имеет место равенство: F(x1, x2, ..., xn) =  F(x1) ( F (x2) ( ... ( F (xn) (или f(x1, x2, ..., xn) = f(x1) ( f(x2) ( ... ( f(xn)).

4.1.  Числовые характеристики СЛУЧАЙНОГО ВЕКТОРА1
Для двумерного случайного вектора (X, Y) вводятся следующие числовые характеристики.

Начальным моментом порядка r + s случайного вектора (X, Y) называется действительное число (r,s, определяемое формулой:

(r,s = M[Xr Ys] = 


Начальный момент (r,s существует, если интеграл (соответственно ряд) в правой части равенства абсолютно сходится. В частности, (r,0 = M[Xr] - соответствующие начальные моменты компоненты X. Вектор с неслучайными координатами (mX, mY) = ((1,0, (0,1) называется математическим ожиданием случайного вектора (X, Y) или центром рассеивания.

Центральным моментом порядка r + s случайного вектора (X, Y) называется действительное число (r,s определяемое формулой

(r,s = M[(X-mX)r (Y-mY)s] = 


Центральный момент (r,s  существует, если интеграл (соответственно ряд) в правой части равенства абсолютно сходится. Вектор с неслучайными координатами (DX, DY) = ((2,0, (0,2) называется дисперсией случайного вектора.

Центральный момент (1,1 называется корреляционным моментом (ковариацией): KXY = M[



 EMBED Equation.2  
] = M[(X-mX)((Y-mY)] = M[XY]-mX mY.

Коэффициентом корреляции двух случайных компонентов X и Y случайного вектора является нормированная ковариация

(XY = KXY/((X(Y). Свойства ковариации (и коэффициента корреляции):

1.  KXX = DX, KYY = DY, ((XX = (YY = 1);

2.  KXY = KYX, ((XY = (YX);

3.  (KXY( ( 

, (((XY ( ( 1).

Ковариационный момент и коэффициент корреляции определяет степень линейной зависимости между X и Y. Условие ((XY ( = 1 необходимо и достаточно, чтобы СВ X и Y были связаны линейной зависимостью Х = a(Y + b, где a и b - константы. СВ, для которых KXY = 0 ((XY = 0), называются некоррелированными. Из независимости случайных величин Х и Y вытекает их некоррелированность (обратное, вообще говоря, неверно).

Условным математическим ожиданием компоненты Х при условии, что Y приняла одно из своих возможных значений yj, называется действительное число определяемое формулой:

mX/Y = M[X/Y = yj] = 


где Р{X = xi /Y = yj} = 

, pij = Р{X = xi ,Y = yj}.

Условной дисперсией компоненты Х при условии, что Y приняла одно из своих возможных значений yj, называется действительное число определяемое формулой:

DX/Y = D[X/Y = yj] = 


Приведенные выше формулы для числовых характеристик двумерного случайного вектора без труда обобщаются на случай n-мерного случайного вектора (Х1, Х2, ..., Хn). Так, например, вектор с неслучайными координатами (m1, m2, ..., mn), где mi - математическое ожидание СВ Хi, определяемое формулой

mi = M[Xi] =

, называется центром, рассеивания случайного вектора.

Ковариационной матрицей n-мерного случайного вектора 

 = (Х1, Х2, ..., Хn) называется симметрическая матрица, элементы которой представляют собой ковариации соответствующих пар компонент случайного вектора:

	K = 

,
	где Кij = M[



 EMBED Equation.2  
] - ковариация i-й и j-й компонент.

Очевидно, что Кii = М[Xi2] -дисперсия i-й компоненты.


Корреляционной матрицей n-мерного случайного вектора называется симметрическая матрица, составленная из коэффициентов корреляции соответствующих пар компонент случайного вектора:

	C = 

,
	(ij = 

- коэффициент корреляции i-й и j-й компоненты.


Задача 1. Закон распределения случайного вектора (X, Y) задан в следующем виде:

	Y
X
	1
	2
	3

	1
	1/9
	1/9
	1/9

	2
	0
	1/6
	1/6

	3
	0
	0
	1/3


1. Вычислить условное математическое ожидание M[X/Y = 2] и дисперсию D[X/Y = 2].

2. Найти центр рассеивания случайного вектора (X, Y).

3. Построить ковариационную и корреляционную матрицы.

Задача 2. Координаты X, Y случайного положения точки на плоскости имеют

совместное равномерное распределение внутри области G = {(x, y) ( -1( x ( 2, 1 ( y ( 2}.

1. Записать общее выражение для ПР и для ФР вероятности случайного вектора (X,Y).

2. Найти центр рассеивания (mX, mY)и вычислить дисперсию (DX, DY) совместного распределения координат.

3. Построить ковариационную и корреляционную матрицы.

5.  ЗАКОН БОЛЬШИХ ЧИСЕЛ1
Следующие утверждения и теоремы составляют основу законов, объединенных общим названием закон больших чисел.

Первое неравенство Чебышева. Если СВ X ( 0 имеет конечное значение ( = M[X], то для любого ( ( 0 справедливо:

P{X ( (} ( (/(   или   P{X < (} > 1 - (/(.

( Для наглядности проведем доказательство для СВНТ X с ПР f(x), хотя это остается справедливым и для СВДТ. Так как




Тогда P{X ( (} ( (/(, что и требовалось показать. (
Второе (основное) неравенство Чебышева. Если СВ X имеет конечные значения ( = M[X] и (2 = D[X], то для любого ( ( 0 справедливо:

P{(X - (( ( (} ( (2/(2   или   P{(X - (( < (} > 1 - (2/(2.

( Проведем доказательство для СВНТ X с ПР f(x). Так как





 EMBED Equation.2  

Тогда P{(X - (( ( (} ( (2/(2, что и требовалось показать. (
Последовательность СВ X1, X2, ..., Xn, ... называется сходящийся по вероятности при n ( ( к СВ X (обозначение: 

 при n ( (), если для любого, сколь угодно малого ( > 0 справедливо 

, или, иными словами, для любых, сколь угодно малых чисел ( > 0 и ( ( 0 найдется номер k, что для всех n ( k выполняется условие:

P{(Xn - X( < (} > 1 - (.

Теорема (Закон больших чисел в форме Чебышева). Если попарно независимые СВ X1, X2, ..., Xn, ... имеют конечные значения M[Xi] = (i и D[Xi] = (i2( (2, то для любого ( ( 0 справедливо следующее:



    где 

   

     или     

 при n ( (.

( Пусть СВ 

следовательно математическое ожидание и дисперсия этой СВ определяется следующим образом



 и 

.

Из второго неравенства Чебышева следует, что P{(Y - M[Y]( < (} > 1 - D[Y]/(2 ( 1 - c2/n, где c = (/( > 0.

Тогда при n ( ( для любого ( ( 0 вероятность P{(

 - 

( < (} ( 1, что и требовалось показать. (
Следствие. Если в условии теоремы СВ X1, ..., Xn, ... имеют одинаковые значения M[Xi] = (, то для любого ( ( 0 справедливо следующее:



    где    

    или    

 при n ( (.

Теорема (Закон больших чисел в форме Бернулли). Пусть СВ К - число “успехов” в n испытаниях по схеме Бернулли. Тогда при n ( ( частота “успехов” сходится по вероятности к p, где p - вероятность “успеха” в одном испытании, т.е.:



 при n ( (     или 

 для любого ( ( 0.

( Пусть СВ Xi подчиняется закону распределения Бернулли, следовательно M[Xi] = p и D[Xi] = p(q. Так как 

, тогда из следствия теоремы получаем для любого ( ( 0 



 или 

 при n ( (, что и требовалось показать. (
Задача 1. Пусть СВ X подчиняется закону Ex(1). С помощью неравенств Чебышева оценить вероятности

P{(X - M[X]( < ((

} для ( = 1, 2, 3. Сравнить эти оценки с точными значениями.
6.  пРЕДЕЛЬНЫЕ ТЕОРЕМЫ ТЕОРИИ ВЕРОЯТНОСТЕЙ

Центральная предельная теорема (ЦПТ) ( в формулировке Ляпунова А.М. для одинаково распределенных СВ). Если попарно независимые СВ X1, X2, ..., Xn, ... имеют одинаковый закон распределения с конечными числовыми характеристиками M[Xi] = ( и D[Xi] = (2, то при n ( ( закон распределения СВ 

 неограниченно приближается к нормальному закону N(n((, 

).

Следствие. Если в условии теоремы СВ 

, то при n ( ( закон распределения СВ Y неограниченно приближается к нормальному закону N((, (/

).

Теорема Муавра-Лапласа. Пусть СВ К - число “успехов” в n испытаниях по схеме Бернулли. Тогда при n ( ( и фиксированном значении вероятности “успеха” в одном испытании p закон распределения СВ K неограниченно приближается к нормальному закону N(n(p, 

).

( Пусть СВ Xi подчиняется закону распределения Бернулли, следовательно M[Xi] = p и D[Xi] = (2 = p(q. Так как согласно ЦПТ при n ( ( и фиксированном значении p закон распределения СВ 

 неограниченно приближается к нормальному закону N(n( p, 

), что и требовалось показать. (
Следствие. Если в условии теоремы вместо СВ К рассмотреть СВ К/n - частоту “успехов” в n испытаниях по схеме Бернулли, то ее закон распределения при n ( ( и фиксированном значении p неограниченно приближается к нормальному закону N(p, 

).

Замечание. Пусть СВ К - число “успехов” в n испытаниях по схеме Бернулли. Законом распределения такой СВ является биноминальный закон. Тогда при n ( ( биноминальный закон имеет два предельных распределения:

· распределение Пуассона (при n ( ( и ( = n(p = const);

· распределение Гаусса N(n(p, 

) (при n ( ( и p = const).

Пример. Вероятность “успеха” в одном испытании всего лишь p = 0,8. Сколько нужно провести испытаний, чтобы с вероятностью не менее 0,9 можно ожидать, что наблюдаемая частота “успеха” в испытаниях по схеме Бернулли отклонится от вероятности p не более чем на ( = 0,01?

Решение. Для сравнения решим задачу двумя способами:

а) На основе второго неравенства Чебышева имеем:



 Следовательно: 


б) Используя теорему Муавра-Лапласа и учитывая, что если СВ Y (N((, (), то 

 получаем: 



 Следовательно: 

 

 

, т.е. почти в четыре раза меньше.

При этом полученное значение настолько велико, что погрешностью используемой формулы можно пренебречь.

Задача 21. По полосе укреплений противника осуществляется залп из 100 орудий. При стрельбе из одного такого орудия математическое ожидание числа попаданий равно 2, а среднеквадратическое отклонение числа попаданий равно 1,5. Найти приближенно вероятность того, что в полосу укреплений противника попадет от 180 до 220 снарядов.

Задача 3. Противник атакует полосу укреплений, используя в наступлении 50 танков. Вероятность вывода из строя танка в этом бою равна 0,4. Если выведено из строя не менее 35% танков, то противник прекращает свое наступление. Требуется найти вероятность того, что противник откажется от наступления.

7.  Точечные оценки параметров2
Статистикой называется любая функция выборочных значений x1, x2, ... xn: G = G(x1, x2, ... xn).

Точечной оценкой ( неизвестного параметра ( называется любая статистика G = G(X1, X2, ... Xn), распределение которой сосредоточено вблизи неизвестного значения (. Критерии качества оценок:

Несмещенность. Оценка ( называется несмещенной оценкой (, если M[(] = (.

Состоятельность. Оценка ( называется состоятельной, если она становится все более точной с ростом объема выборки n, т.е.:



 при n ( (    или для любого ( ( 0 


Эффективность. Оценка ( называется эффективной среди оценок (i, если ее дисперсия является наименьшей среди всех дисперсий этих оценок (i.

Точечные оценки M[X], D[X] и их свойства

Утверждение 1. Точечная оценка 

 параметра M[X], является несмещенной, состоятельной и эффективной в классе всех линейных оценок вида: 


( Так как Xi являются независимыми СВ, закон распределения которых совпадает с законом распределения СВ X, т.е. M[X] = M[Xi], D[X] = D[Xi]. Тогда, используя свойства математического ожидания и дисперсии имеем:



, т.е. несмещенность доказана.

Из следствия закона больших чисел в форме Чебышева очевидно, что 

 при n ( ( или для любого ( ( 0  справедливо



, т.е. состоятельность оценки доказана.

Покажем, что точечная оценка является эффективной в классе всех линейных оценок вида: 


Имеем 

 Определим значения Zi, при которых функция 

 принимает минимальное значение при условии 

. Для нахождения условного экстремума составим функцию Лагранжа



,

	


	тогда необходимые условия минимума функции Лагранжа определяет система из уравнений (1) и (2).

Из уравнения (1) для i = 1,2, ..., n получаем Zi = ((2. Из уравнения (2) следует ( = 2(n. Тогда Zi = 1/n для i = 1,2, ..., n, что и требовалось показать. (


Утверждение 2. Точечная оценка 

 параметра D[X], является смещенной так как 

.

Утверждение 3. Точечная оценка 

 параметра D[X], является несмещенной, состоятельной и эффективной в классе всех квадратичных оценок вида: 


Методы получения ТочечныХ оценок

Метод моментов основан на приравнивании моментов (центральных, начальных) СВ X к их выборочным оценкам. При этом число составляемых уравнений равно числу неизвестных параметров.

Пример. Пусть Х ( R(a, b), где a и b - неизвестные параметры. Нужно найти точечные оценки A и B параметров a и b соответственно.

	



	Согласно этому методу нужно вычислить два момента (начальный 1-го порядка и центральный 2-го порядка) СВ X: mX = (a+b)/2 и DX = (b-a)2/12 и составить два уравнения (1) и (2), приравнивая моменты (A+B)/2 и (B-A)2/12 к их соответствующим выборочным значениям



 и 

.  Следовательно: 




Метод максимального правдоподобия (Метод МП). Пусть получена конкретная выборка x1, x2, ..., xn объема n и известен закон распределения СВ X с точностью до параметров (1, (2, ..., (k. В качестве оценок неизвестных параметров (1, (2, ..., (k, по этому методу принимают значения (1, (2, ..., (k, которые называют МП-оценками. Для их нахождения составим так называемую функцию правдоподобия:




где pi((1, (2, ..., (k) = P{Xi = xi} - вероятность того, что СВДТ Xi примет значение xi; f(x; (1, (2, ..., (k) - плотность распределения СВНТ X. Функция T(x1, x 2, ..., x k; (1, (2, ..., (k) показывает, на сколько правдоподобны значения СВ X, полученные в выборке объема n при некоторых параметрах (1, (2, ..., (k. Если (1, (2, ..., (k - истинные значения, то, очевидно, что T(x1, x 2, ..., x k; (1, (2, ..., (k) > T(x1, x 2, ..., x k; (1, (2, ..., (k), где (1, (2, ..., (k - значения отличные от истинных. Следовательно в качестве оценок (1, (2, ..., (k неизвестных параметров выбирают такие, при которых функция правдоподобия принимает максимальное значение, т.е. T(x1, x 2, ..., x k; (1, (2, ..., (k) = max. Тогда решение следующей системы из k уравнений позволяет получить оценки (1, (2, ..., (k неизвестных параметров




Для упрощения вычисления МП-оценок удобно рассматривать логарифм функции правдоподобия, т.е. ln T(x1, x 2, ..., x k; (1, (2, ..., (k). Свойства МП-оценок:

· оценки являются несмещенными и состоятельными;

· при больших значениях n (n > 10 ... 20) эти оценки имеют закон распределения, близкий к нормальному.

Пример. Пусть СВ X распределена по закону Пуассона с неизвестным параметром (. Найти МП-оценку ( неизвестного параметра ( по выборочным значения x1, x 2, ..., x n.

Решение. Функция правдоподобия имеет следующий вид: 


где p(xi, () = P{X = xi} - вероятность того, что СВДТ X, распределенная по закону Пуассона, примет значение xi.

Отбрасывая константу 

, логарифмируя функцию правдоподобия и используя необходимые условия максимума, получаем уравнение, определяющее МП-оценку ( параметра (:  

  Отсюда следует, что 


Задача 1. Пусть время до отказа изделия ( подчиняется закону Ex((), где ( неизвестный параметр. По результатам испытаний образцов изделий получена выборка (1, (2, ..., (п. Найти оценку параметра (, используя различные способы.

8.  Интервальные оценки  (доверительные интервалы)

Доверительным интервалом (ДИ) для параметра (, соответствующим доверительной вероятности ( (обычно ( = 0,95), называется интервал J((() = (

, 

), где 

 и 

 - нижняя и верхняя границы, которые определяются по выборочным данным так, чтобы 

, т.е. вероятность “накрытия” интервалом неизвестного значения параметра ( равна доверительной вероятности (уровню доверия) (. Нижняя и верхняя границы доверительного интервала являются СВ так как определяются по результатам наблюдений. Полуширина доверительного интервала определяет точность оценки, а ( = 1 - ( - ее достоверность, ( - уровень значимости. 

Постановка задачи. Пусть СВ X ( N((, (). По выборке объема n требуется построить ДИ для параметров ( и ( с уровнем доверия (, т.е.:

J((() = (

, 

)  и  J((() = (

, 

).
ДоверительныЙ интервал J((() = (

, 

)

Случай I (( = (0 - известная величина). Будем искать симметричный ДИ в виде J((() = (

, 

) = (

-(, 

+(), где 

 - выборочное среднее параметра (. Тогда остается найти ( ( 0, соответствующее доверительной вероятности (, чтобы P{

-( < ( < 

+(} = (. Если X ( N((, (0), тогда СВ 

 ( N((, (0/

). Следовательно 

. Тогда ( = (((0(

 и 2Ф(() - 1 = (. Определим из этих двух уравнений ( и (. 

Очевидно, что ( = t((+1)(2 - квантиль уровня ((+1)(2 нормального распределения, который находится по соответствующим таблицам.

Тогда ((() = t((+1)(2((0(

. Тем самым получен ДИ для параметра ( следующего вида:

J((() = (

, 

) = (

-(, 

+(),  где 

 и ( = t((+1)(2((0(

.

Пример. Измеряется глубина проникания L с помощью прибора, которое имеет среднеквадратичное отклонение погрешности измерения (0 = 10 мм. Проведено четыре измерения и определено выборочное среднее 

 = 152 мм. Считая, что L ( N((, (0), определить доверительный интервал глубины L с уровнем доверия ( = 0,9.

Решение. Сначала определим квантиль уровня 0,95 нормального распределения: t((+1)(2 = t0,95 = 1,65. 

Следовательно J0,95(() = (

, 

) = (

 - (,

 + (), где ( = t0,95((0(

 = 1,65(10(2 = 8,25. Тогда J0,95(() = 

 ( ( = 152 ( 8,3 мм.

Задача 2. Как изменится доверительный интервал глубины L в рассмотренном примере, если доверительная вероятность ( уменьшиться в 1,5 раза? Как изменится доверительная вероятность (, если в два раза увеличить число измерений?

ДоверительныЙ интервал J((() = (

, 

)

Случай II ((  - неизвестная величина). Будем искать симметричный ДИ в виде J((() = (

-(,

+(), где 

 - выборочное среднее параметра (. Для построения “точного” ДИ воспользуемся тем, что СВ 

( tn-1, где 

 - точечная оценка дисперсии D[X]. Если s((+1)(2 - квантиль уровня ((+1)(2 распределения Стьюдента с (n-1) степенью свободы, то справедливо следующее:

P{(T( < s((+1)(2} = P{-s((+1)(2 < T < s((+1)(2} = P{T < s((+1)(2} - P{T < -s((+1)(2} = P{T < s((+1)(2} - P{T < s(1-()(2} = ((+1)(2 - (1-()(2 = (.

Тогда P{(

-(( < s((+1)(2(

} = (,

где S2 - точечная оценка дисперсии D[X]. Следовательно ((() = s((+1)(2(

, где s2 - выборочное значение дисперсии D[X]. Тем самым получен ДИ для параметра ( следующего вида:

J((() = (

, 

) = (

-(,

+(),  где 

, ( = s((+1)(2(

 и 

.

Пример. Пусть измеряемая величина X ( N((, () является пределом текучести материала. По четырем испытаниям установлены: выборочное среднее 

 = 400 МПа и выборочное значение дисперсии s2 = 16 (МПа)2. Требуется определить ДИ для M[X] с уровнем значимости ( = 0,1.

Решение. Сначала определим квантиль уровня 0,95 распределения Стьюдента с 3 степенями свободы: s((+1)(2 = t3; 0,05 = 2,35. Следовательно J0,9(() = (

 - t3; 0,05 (

, 

 + t3; 0,05 (

) = (400 - 4,7; 400 + 4,7) МПа.

Задача 1. Как изменится доверительный интервал X в рассмотренном примере, если доверительная вероятность ( уменьшиться в 1,5 раза? Как изменится доверительный интервал, если положить, что   (2 = s2 ?
ДоверительныЙ интервал J((() = (

, 

)

Постановка задачи. Пусть СВ X ( N((, (), где ( и ( - неизвестные параметры. По выборке объема n требуется построить ДИ для параметра ( с уровнем доверия (.

Для этого воспользуемся тем, что СВ 

( (2n-1, где 

 - точечная оценка дисперсии D[X]. По таблицам (2 - распределения найдем квантили уровня (1-()(2 и ((+1)(2 распределения Пирсона с (n-1) степенями свободы x (1-()(2 и x ((+1)(2, для которых справедливо:

P{x (1-()(2 < W < x ((+1)(2} = P{W < x ((+1)(2} - P{W < x (1-()(2} = (( + 1)(2 - (1 - ()(2 = (.

Проводя элементарные преобразования, получаем:

P{(n-1)S2/x ((+1)(2 < (2 < (n-1)S2/x (1-()(2} = ( и P{[(n-1)S2/x ((+1)(2]1/2 < ( < [(n-1)S2/x (1-()(2]1/2} = (,

где S2 - точечная оценка дисперсии D[X]. Тем самым получены ДИ для параметров (2 и (:

J(((2) = ( (n-1)s2/x ((+1)(2, (n-1)s2/x (1-()(2 )  и  J((() = ( [(n-1)s2/x ((+1)(2]1/2, [(n-1)s2/x (1-()(2]1/2 ),

где x (1-()(2 и x ((+1)(2 - квантили уровня (1-()(2 и ((+1)(2 распределения Пирсона с (n-1) степенями свободы;

s2 - выборочное значение дисперсии D[X].

Пример. Пусть измеряемая величина X ( N((, () - давление газа. По четырем испытаниям установлены: выборочное среднее 

 = 120 МПа и выборочное значение дисперсии s2 = 4 (МПа)2. Требуется определить ДИ для (X с уровнем значимости ( = 0,1.

Решение. Сначала определим квантили уровня 0,05 и 0,95 распределения Пирсона с 3 степенями свободы: x0,05 = (23; 0,95 = 0,35 и x0,95 = (23; 0,05 = 7,8. Следовательно J0,9((X) = (1,24; 5,8) МПа.

Задача 2. Как изменится доверительный интервал X в рассмотренном примере, если доверительная вероятность ( уменьшиться в 1,5 раза?

монотонные преобразования параметров

Пусть ((x) - некоторая монотонная функция, тогда, зная ДИ для параметра (, можно найти ДИ для ( = (((). Действительно:

· если ((x) - возрастающая функция, то: 

 = ((

), 

 = ((

).

·  если ((x) - убывающая функция, то: 

 = ((

), 

 = ((

).

Пример. Вероятность выхода из строя одного элемента системы равна p. Вероятность выхода из строя всей системы, состоящей из m (m > 1) параллельно соединенных элементов равна P. Требуется определить ДИ уровня ( для вероятности P, если J((p) = (p1, p2).

Решение. Так как P = pm и pm - монотонная возрастающая функция для любых значений p, то J((P) = (p1m, p2m).

Распределение Пирсона (или “хи”-квадрат распределение)
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	Пусть СВ 

, где Xi ( N(0, 1) - независимые нормированные нормально распределенные СВ. Тогда X подчиняется распределению “хи”-квадрат с ( степенями свободы: X ( ((2. С ростом ( “хи”-квадрат распределение приближается к нормальному с параметрами mX = ( и (X = 

.


Таблица 2.1
Значения (2(,( в зависимости от числа степеней свободы ( и вероятности (:

P{ X > (2(, ( } = (.

	число степеней свободы
	Вероятность (:

	(
	0,99
	0,975
	0,95
	0.90
	0,10
	0,05
	0,025
	0,01

	1
	0,00016
	0,00098
	0,0039
	0,016
	2,7
	3,8
	5,0
	6,6

	2
	0,020
	0,051
	0,103
	0,211
	4,6
	6,0
	7,4
	9,2

	3
	0,115
	0,216
	0,352
	0,584
	6,3
	7,8
	9,3
	11,3

	4
	0,30
	0,48
	0,71
	1,06
	7,8
	9,5
	11,1
	13,3

	5
	0,55
	0,83
	1,14
	1,61
	9,2
	11,1
	12,8
	15,1

	6
	0,87
	1,24
	1,63
	2,20
	10,6
	12,6
	14,4
	16,8

	7
	1,24
	1,69
	2,17
	2,83
	12,0
	14,1
	16,0
	18,5

	8
	1,65
	2,18
	2,73
	3,49
	13,4
	15,5
	17,5
	20,1

	9
	2,09
	2,70
	3,32
	4,17
	14,7
	16,9
	19,0
	21,7

	10
	2,56
	3,25
	3,94
	4,86
	16,0
	18,3
	20,5
	23,2

	11
	3,1
	3,8
	4,6
	5,6
	17,3
	19,7
	21,9
	24,7

	12
	3,6
	4,4
	5,2
	6,3
	18,5
	21,0
	23,3
	26,2

	13
	4,1
	5,0
	5,9
	7,0
	19,8
	22,4
	24,7
	27,7

	14
	4,7
	5,6
	6,6
	7,8
	21,1
	23,7
	26,1
	29,1

	15
	5,2
	6,3
	7,3
	8,5
	22,3
	25,0
	27,5
	30,6

	16
	5,8
	6,9
	8,0
	9,3
	23,5
	26,3
	28,8
	32,0

	17
	6,4
	7,6
	8,7
	10,1
	24,8
	27,6
	30,2
	33,4

	18
	7,0
	8,2
	9,4
	10,9
	26,0
	28,9
	31,5
	34,8

	19
	7,6
	8,9
	10,1
	11,7
	27,2
	30,1
	32,9
	36,2

	20
	8,3
	9,6
	10,9
	12,4
	28,4
	31,4
	34,2
	37,6

	21
	8,9
	10,3
	11,6
	13,2
	29,6
	32,7
	35,5
	38,9

	22
	9,5
	11,0
	12,3
	14,0
	30,8
	33,9
	36,8
	40,3

	23
	10,2
	11,7
	13,1
	14,8
	32,0
	35,2
	38,1
	41,6

	24
	10,9
	12,4
	13,8
	15,7
	33,2
	36,4
	39,4
	43,0

	25
	11,5
	13,1
	14,6
	16,5
	34,4
	37,7
	40,6
	44,3

	26
	12,2
	13,8
	15,4
	17,3
	35,6
	38,9
	41,9
	45,6

	27
	12,9
	14,6
	16,2
	18,1
	36,7
	40,1
	43,2
	47,0

	28
	13,6
	15,3
	16,9
	18,9
	37,9
	41,3
	44,5
	48,3

	29
	14,3
	16,0
	17,7
	19,8
	39,1
	42,6
	45,7
	49,6

	30
	15,0
	16,8
	18,5
	20,6
	40,3
	43,8
	47,0
	50,9


t - распределение Стьюдента
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Свойство симметрии:

-t(, 1-(=  t(, (.
	Пусть СВ V ( N(0, 1), а независимая от нее СВ X ( ((2, тогда СВ 

 подчиняется t - распределению Стьюдента с ( степенями свободы, т.е.: T ( t(. С ростом ( распределение Стьюдента приближается к нормированному нормальному распределению N(0, 1). Уже для ( ( 60 распределение Стьюдента с высокой степенью точности аппроксимируется нормированным нормальным распределением.


Таблица 3.1
Значения t(, ( в зависимости от числа степеней свободы ( и вероятности (:

P{ T > t(,( } = (.

	число степеней свободы
	Вероятность (:

	(
	0,20
	0,10
	0,05
	0,025
	0,01
	0,005
	0,001
	0,0005

	1
	1,38
	3,08
	6,31
	12,71
	31,82
	63,66
	318,31
	636,62

	2
	1,06
	1,89
	2,92
	4,30
	6,97
	9,93
	22,33
	31,60

	3
	0,98
	1,64
	2,35
	3,18
	4,54
	5,84
	10,21
	12,94

	4
	0,94
	1,53
	2,13
	2,78
	3,75
	4,60
	7,17
	8,61

	5
	0,92
	1,48
	2,02
	2,57
	3,37
	4,03
	5,89
	6,86

	6
	0,91
	1,44
	1,94
	2,45
	3,14
	3,71
	5,21
	5,96

	7
	0,90
	1,42
	1,90
	2,37
	3,00
	3,50
	4,78
	5,41

	8
	0,89
	1,40
	1,86
	2,31
	2,90
	3,36
	4,50
	5,04

	9
	0,88
	1,38
	1,83
	2,26
	2,82
	3,25
	4,30
	4,78

	10
	0,88
	1,37
	1,81
	2,23
	2,76
	3,17
	4,14
	4,59

	11
	0,88
	1,36
	1,80
	2,20
	2,72
	3,11
	4,02
	4,44

	12
	0,87
	1,36
	1,78
	2,18
	2,68
	3,06
	3,93
	4,32

	13
	0,87
	1,35
	1,77
	2,16
	2,65
	3,01
	3,85
	4,22

	14
	0,87
	1,34
	1,76
	2,15
	2,62
	2,98
	3,79
	4,14

	15
	0,87
	1,34
	1,75
	2,13
	2,60
	2,95
	3,73
	4,07

	16
	0,86
	1,34
	1,75
	2,12
	2,58
	2,92
	3,69
	4,02

	17
	0,86
	1,33
	1,74
	2,11
	2,57
	2,90
	3,65
	3,97

	18
	0,86
	1,33
	1,73
	2,10
	2,55
	2,88
	3,61
	3,92

	19
	0,86
	1,33
	1,73
	2,09
	2,54
	2,86
	3,58
	3,88

	20
	0,86
	1,33
	1,73
	2,09
	2,53
	2,85
	3,55
	3,85

	21
	0,86
	1 ,32
	1,72
	2,08
	2,52
	2,83
	3,53
	3,82

	22
	0,86
	1,32
	1,72
	2,07
	2,51
	2,82
	3,50
	3.79

	23
	0,86
	1,32
	1,71
	2,07
	2,50
	2,81
	3,48
	3,77

	24
	0,86
	1,32
	1,71
	2,06
	2,49
	2,80
	3,47
	3,75

	25
	0,86
	1,32
	1,71
	2,06
	2,48
	2,79
	3,45
	3,73

	30
	0,85
	1,31
	1,70
	2,04
	2,46
	2,75
	3,39
	3,65

	40
	0,85
	1,30
	1,68
	2,02
	2,42
	2,70
	3,31
	3,55

	60
	0,85
	1,30
	1,67
	2,00
	2,39
	2,66
	3,23
	3,46

	120
	0,84
	1,29
	1,66
	1,98
	2,36
	2,62
	3,16
	3,37

	(
	0,84
	1,28
	1,64
	1,96
	2,33
	2,58
	3,09
	3,29


F - распределение Фишера
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	Пусть СВ X1 ( ((12, а независимая от нее СВ X2 ( ((22, тогда СВ 

 подчиняется F - распределению Фишера с (1 и (2 степенями свободы, т.е.: F ( F(1,(2. В таблице 4 приведены значения лишь для ( = 0,05, однако, ее можно использовать и при ( = 0,95, поскольку F(1,(2, 1-( = 1/F(2,(1, (.


Таблица 4.1
Значения F(1,(2, ( в зависимости от

числа степеней свободы (1, (2 и вероятности ( = 0,05: P{ F > F(1,(2, ( } = (.

	(1
(2
	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	8
	9

	1
	161
	200
	216
	225
	230
	234
	237
	239
	241

	2
	18,5
	19,0
	19,2
	19,2
	19,3
	19,3
	19,4
	19,4
	19,4


	3
	10,1
	9,55
	9,28
	9,12
	9,01
	8,94
	8,89
	8,85
	8,81

	4
	7,71
	6,94
	6,59
	6,39
	6,26
	6,16
	6,09
	6,04
	6,00

	5
	6,61
	5,79
	5,41
	5,19
	5,05
	4,95
	4,88
	4,82
	4,77

	6
	5,99
	5,14
	4,76
	4,53
	4,39
	4,28
	4,21
	4,15
	4,10

	7
	5,59
	4,74
	4,35
	4,12
	3,97
	3,87
	3,79
	3,73
	3,68

	8
	5,32
	4,46
	4,07
	3,84
	3,69
	3,58
	3,50
	3,44
	3,39

	9
	5,12
	4,26
	3,86
	3,63
	3,48
	3,37
	3,29
	3,23
	3,18

	10
	4,96
	4,10
	3,71
	3,48
	3,33
	3,22
	3,14
	3,07
	3,02

	11
	4,84
	3,98
	3,59
	3,36
	3,20
	3,09
	3,01
	2,95
	2,90

	12
	4,75
	3,88
	3,49
	3,26
	3,11
	3,00
	2,91
	2,85
	2,80

	13
	4,67
	3,80
	3,41
	3,18
	3,03
	2,92
	2,83
	2,77
	2,71

	14
	4,60
	3,74
	3,34
	3,11
	2,96
	2,85
	2,76
	2,70
	2,65

	15
	4,54
	3,68
	3,29
	3,06
	2,90
	2,79
	2,71
	2,64
	2,59

	16
	4,49
	3,63
	3,24
	3,01
	2,85
	2,74
	2,66
	2,59
	2,54

	17
	4,45
	3,59
	3,20
	2,96
	2,81
	2,70
	2,61
	2,55
	2,49

	18
	4,41
	3,55
	3,16
	2,93
	2,77
	2,66
	2,58
	2,51
	2,46

	19
	4,38
	3,52
	3,13
	2,90
	2,74
	2,63
	2,54
	2,48
	2,42

	20
	4,35
	3,49
	3,10
	2,87
	2,71
	2,60
	2,51
	2,45
	2,39

	21
	4,32
	3,47
	3,07
	2,84
	2,68
	2,57
	2,49
	2,42
	2,37

	22
	4,30
	3,44
	3,05
	2,82
	2,66
	2,55
	2,46
	2,40
	2,34

	23
	4,28
	3,42
	3,03
	2,80
	2,64
	2,53
	2,44
	2,37
	2,32

	24
	4,26
	3,40
	3,01
	2,78
	2,62
	2,51
	2,42
	2,36
	2,30

	25
	4,24
	3,38
	2,99
	2,76
	2,60
	2,49
	2,40
	2,34
	2,28

	26
	4,23
	3,37
	2,98
	2,74
	2,59
	2,47
	2,39
	2,32
	2,27

	27
	4,21
	3,35
	2,96
	2,73
	2,57
	2,46
	2,37
	2,31
	2,25

	28
	4,20
	3,34
	2,95
	2,71
	2,56
	2,45
	2,36
	2,29
	2,24

	29
	4,18
	3,33
	2,93
	2,70
	2,55
	2,43
	2,35
	2,28
	2,22

	30
	4,17
	3,32
	2,92
	2,69
	2,53
	2,42
	2,33
	2,27
	2,21

	40
	4,08
	3,23
	2,84
	2,61
	2,45
	2,34
	2,25
	2,18
	2,12

	60
	4,00
	3,15
	2,76
	2,53
	2,37
	2,25
	2,17
	2,10
	2,04

	120
	3,92
	3,07
	2,68
	2,45
	2,29
	2,17
	2,09
	2,02
	1,96

	(
	3,84
	3,00
	2,60
	2,37
	2,21
	2,10
	2,01
	1,94
	1,88


	(1
(2
	10
	12
	15
	20
	24
	30
	40
	60
	120
	(

	1
	242
	244
	246
	248
	249
	250
	251
	252
	253
	254

	2
	19,4
	19,4
	19,4
	19,4
	19,5
	19,5
	19,5
	19,5
	19,5
	19,5

	3
	8,79
	8,74
	8,70
	8,66
	8,64
	8,62
	8,59
	8,57
	8,55
	8,53

	4
	5,96
	5,91
	5,86
	5,80
	5,77
	5,75
	5,72
	5,69
	5,66
	5,63

	5
	4,74
	4,68
	4,62
	4,56
	4,53
	4,50
	4,46
	4,43
	4,40
	4,36

	6
	4,06
	4,00
	3,94
	3,87
	3,84
	3,81
	3,77
	3,74
	3,70
	3,67

	7
	3,64
	3,57
	3,51
	3,44
	3,41
	3,38
	3,34
	3,30
	3,27
	3,23

	8
	3,35
	3,28
	3,22
	3,15
	3,12
	3,08
	3,04
	3,01
	2,97
	2,93

	9
	3,14
	3,07
	3,01
	2,94
	2,90
	2,86
	2,83
	2,79
	2,75
	2,71

	10
	2,98
	2,91
	2,85
	2,77
	2,74
	2,70
	2,66
	2,62
	2,58
	2,54

	11
	2,85
	2,79
	2,72
	2,65
	2,61
	2,57
	2,53
	2,49
	2,45
	2,40

	12
	2,75
	2,69
	2,62
	2,54
	2,51
	2,47
	2,43
	2,38
	2,34
	2,30

	13
	2,67
	2,60
	2,53
	2,46
	2,42
	2,38
	2,34
	2,30
	2,25
	2,21

	14
	2,60
	2,53
	2,46
	2,39
	2,35
	2,31
	2,27
	2,22
	2,18
	2,13

	15
	2,54
	2,48
	2,40
	2,33
	2,29
	2,25
	2,20
	2,16
	2,11
	2,07

	16
	2,49
	2,42
	2,35
	2,28
	2,24
	2,19
	2,15
	2,11
	2,06
	2,01

	17
	2,45
	2,38
	2,31
	2,23
	2,19
	2,15
	2,10
	2,06
	2,01
	1,96

	18
	2,41
	2,34
	2,27
	2,19
	2,15
	2,11
	2,06
	2,02
	1,97
	1,92

	19
	2,38
	2,31
	2,23
	2,16
	2,11
	2,07
	2,03
	1,98
	1,93
	1,88

	20
	2,35
	2,28
	2,20
	2,12
	2,08
	2,04
	1,99
	1,95
	1,90
	1,84

	21
	2,32
	2,25
	2,18
	2,10
	2,05
	2,01
	1,96
	1,92
	1,87
	1,81

	22
	2,30
	2,23
	2,15
	2,07
	2,03
	1,98
	1,94
	1,89
	1,84
	1,78

	23
	2,27
	2,20
	2,13
	2,05
	2,01
	1,96
	1,91
	1,86
	1,81
	1,76

	24
	2,25
	2,18
	2,11
	2,03
	1,98
	1,94
	1,89
	1,84
	1,79
	1,73

	25
	2,24
	2,16
	2,09
	2,01
	1,96
	1,92
	1,87
	1,82
	1,77
	1,71

	26
	2,22
	2,15
	2,07
	1,99
	1,95
	1,90
	1,85
	1,80
	1,75
	1,69

	27
	2,20
	2,13
	2,06
	1,97
	1,93
	1,88
	1,84
	1,79
	1,73
	1,67

	28
	2,19
	2,12
	2,04
	1,96
	1,91
	1,87
	1,82
	1,77
	1,71
	1,65

	29
	2,18
	2,10
	2,03
	1,94
	1,90
	1,85
	1,81
	1,75
	1,70
	1,64

	30
	2,16
	2,09
	2,01
	1,93
	1,89
	1,84
	1,79
	1,74
	1,68
	1,62

	40
	2,08
	2,00
	1,92
	1,84
	1,79
	1,74
	1,69
	1,64
	1,58
	1,51

	60
	1,99
	1,92
	1,84
	1,75
	1,70
	1,65
	1,59
	1,53
	1,47
	1,39

	120
	1,91
	1,83
	1,75
	1,66
	1,61
	1,55
	1,50
	1,43
	1,35
	1,25

	(
	1,83
	1,75
	1,67
	1,57
	1,52
	1,46
	1,39
	1,32
	1,22
	1,00


Таблица 5.1
Доверительные интервалы для неизвестных параметров

нормальных распределений

	№ п/п
	Параметр
	Информация о других

параметрах распределения
	Доверительный интервал параметра с доверительной вероятностью (

	1.
	mX
	(X известно
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	2.
	mX
	(X неизвестно
	



	3.
	(2X
	mX известно
	



	4.
	(2X
	mX неизвестно
	



	5.
	(X
	mX неизвестно
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это справедливо для достаточно больших n (n > 10)


____________

Примечание:

	n -
	объем выборки x1, x2, ... xn;
	

	sp -
	квантиль уровня p нормированного нормального распределения;
	(см. таблицу 1)

	

 -
	выборочное среднее;
	

	

 -
	выборочное значение дисперсии СВ X;
	

	( -
	коэффициент корреляции СВ X1 и X2;
	

	

 -
	выборочный коэффициент корреляции СВ X1 и X2;
	

	(2(, ( -
	значение распределения Пирсона;
	(см. таблицу 2)

	t(, ( -
	значение t - распределения Стьюдента;
	(см. таблицу 3)

	F(1,(2, ( -
	значение F - распределения Фишера.
	(см. таблицу 4)


8.  ПРОВЕРКА СТАТИСТИЧЕСКИХ ГИПОТЕЗ
1.  Сформулировать проверяемую (Н0) и альтернативную (Н1) гипотезы;

2.  Выбрать статистику Т критерия для проверки гипотезы Н0 (см. табл. 6);

3.  Определить закон распределения статистики Т при условии, что верна гипотеза Н0 (см. табл. 6);

4.  Задается приемлемый уровень значимости ( и определяется критическая область К так, чтобы вероятность ошибки I рода не превышала (, а величина ошибки II рода была минимальной;

5.  Вычислить значение статистики Т0 для данной выборки наблюдений;

6.  Принять статистическое решение:

а) Если Т0 ( К, то гипотезу Н0 отклоняем;

б) Если Т0 ( К, то гипотезу Н0 принимаем.

Таблица 6.1
	№ п/п
	Проверяемая гипотеза Н0
	Статистика

Т(x1, x2, ..., xn)


	Распределение статистики

при справедливой Н0

	1.
	m = m0
m0 - фиксированное число
	если ( - известна, то



,   


	Нормированное

нормальное

распределение N(0, 1)

	
	X ( N(m, ()
	если ( - неизвестна, то



,   


	t - распределение

Стьюдента с ( = n-1

степенями свободы

	2.
	




 - фиксированное число
	если m - известна, то



, 


	(2-распределение

с ( = n
степенями свободы.

	
	X ( N(m, ()
	если m - неизвестна, то



,   


	(2 - распределение

с ( = n-1

степенями свободы.

	3.
	


X1 ( N(m1, (1)

X2 ( N(m2, (2)
	если 

 - известны, то



	Нормированное

нормальное

распределение N(0;1)

	
	
	если 

 - неизвестны, то



	t - распределение

Стьюдента с 


степенями свободы.

	
	
	если 

 - неизвестны, то






;




	t - распределение

Стьюдента с ( = n1+n2-2

степенями свободы.

	4.
	



 EMBED Equation.2  

X1 ( N(m1, (1)

X2 ( N(m2, (2)
	если m1 и m2 - неизвестны, то



,

где 

-большее из 

 и 

;

n1 и n2 - объемы выборки, соответствующие числителю и знаменателю
	F - распределение Фишера

с (1, (2 - степенями свободы, где (1 = n1-1; (2 = n2-1


10. КРАТКИЕ ВЫВОДЫ К ВЫПОЛНЕННОЙ РАБОТЕ.

              В своей работе я постарался наиболее кратким и наиболее понятным языком выразить основные положения и понятия о теории вероятности.  Данная работа несомненно поможет  лицам, желающих ознакомится с начальными и основными положениями теории вероятности.

             Также эта научная работа поможет ученикам, поступающих в математические вузы, так как она содержит основные материалы по данной теме в наиболее доступном виде.  

             В своей работе я показал и, надеюсь, объяснил такие понятия как : методы вычисления вероятности, случайные величины и их характеристики, случайные векторы и их характеристики, закон больших чисел, предельные теоремы теории вероятности, точечные оценки параметров, интервальные оценки.    
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