ГРУППЫ  ПРЕОБРАЗОВАНИЙ


                                                     (окончание)





Группы правильных многогранников.





        Хорошо известно (по крайней мере со времен Евклида), что в пространстве существует ровно 5 правильных многогранников . Это - тетраэдр, гексаэдр (куб), октаэдр, додекаэдр и икосаэдр. Названия этих многогранников происходят от латинских числительных, указывающих количество граней этих фигур. В переводе это 4-, 6-,8-,12-, и 20- гранники. Некоторые авторы причисляют к числу правильных многогранников еще и диэдр - многогранник с 2 гранями, которые являются правильными n-угольниками. Эта фигура удовлетворяет всем условиям, которые задают правильный многогранник, за исключением того, что его объем равен 0. Опишем кратко группу � EMBED Equation.2  ��� -симметрий каждого из этих многогранников.


Диэдр.                                                                                                                            Пусть диэдр реализован в виде правильного n- угольника в плоскости ( и l - прямая, перпендикулярная ( , проходящая через его центр симметрии. Группа  симметрий диэдра содержит повороты на углы, кратные 2(/n вокруг l. Кроме того, если m -любая ось симметрии многоугольника, то поворот вокруг этой оси на 180( переводит диэдр в себя и действует на многоугольник так же как отражение относительно этой оси в плоскости многоугольника. Таким образом, группа симметрии диэдра на многоугольнике совпадает с диэдральной группой � EMBED Equation.2  ���, но все ее элементы в рассматриваемом случае реализуются вращениями. Эта группа обозначается � EMBED Equation.2  ��� и называется пространственной диэдральной.(заметим, что � EMBED Equation.2  ���).


Тетраэдр.                                                                                                         � EMBED PBrush  ���                                                                                       Тетраэдр имеет 4 грани, 6 ребер и 4 вершины. Это единственный правильный многогранник не имеющий центра симметрии . Повороты, переводящие тетраэдр в себя это, прежде всего, вращения на углы, кратные 2(/3 вокруг 4 осей, проходящих через вершину и центр противоположной грани (ось L на рисунке 1). Кроме того тетраэдр само совмещается при поворотах на угол 180( вокруг осей, соединяющих середины противоположных ребер (ось M на рисунке 1). Таким образом группа тетраэдра T содержит 12 элементов.�



Октаэдр и куб.                                                                                                                             Эти два многогранника двойственны в следующем смысле: центры граней куба являются вершинами октаэдра и наоборот - центры граней октаэдра суть вершины куба (рис. 2, 3) � EMBED PBrush  ���� EMBED PBrush  ���                                                     Куб имеет 6 граней, 12 ребер и 8 вершин, а октаэдр соответственно 8,12 и 6.Перечислим повороты, которые переводят куб в себя. Прежде всего это вращения на углы кратные (/2 вокруг трех осей, проходящих через центры противоположных граней (ось L). Затем это вращения на углы кратные 2(/3 вокруг 4-х осей, проходящих через противоположные вершины (ось N). Наконец имеется еще 6 поворотов на углы ( вокруг осей, проходящих через середины противоположных ребер (ось M).Добавляя тождественное преобразование мы получаем группу октаэдра W (она же группа куба) из 24 элементов.


Икосаэдр и додекаэдр.                                                                                             Эти два многогранника находятся в такой же двойственности, как  куб и октаэдр - центры граней одного из них являются вершинами другого и поэтому их группы симметрий совпадают.                                                              � EMBED PBrush  ���                                                                                             Икосаэдр имеет 20 граней, 30 ребер и 12 вершин, а додекаэдр соответственно 12, 30 и 20. Группа икосаэдра содержит повороты на углы кратные 2(/3 вокруг 10 осей, проходящих через центры противоположных граней, повороты на углы кратные 2(/5 вокруг 6 осей, проходящих через противоположные вершины и, наконец, повороты на ( вокруг 15 осей, проходящих через середины противоположных ребер. Вся группа икосаэдра P содержит 60 элементов.








Замечание 1.


По теореме 12 полные группы симметрии многогранников (включающие и перемещения с определителем (-1) ) содержат ровно вдвое больше элементов, чем группы � EMBED Equation.2  ��� - симметрий. Это группы� EMBED Equation.2  ���, � EMBED Equation.2  ���, содержащие соответственно 4n, 24, 48 и 120 элементов- поворотов и зеркальных поворотов.


Замечание 2. 


Группы правильных многогранников можно задавать соответствующим набором кватернионов. Напомним, что поворот на угол ( вокруг оси, заданной единичным вектором � EMBED Equation.2  ��� задается кватернионом q = cos(/2 +nsin(/2. Приведем (без обоснования ) описание групп T, W и P с помощью кватернионов.


Группа T.


Выберем оси координат так, чтобы они проходили через середины противоположных ребер тетраэдра (эти прямые попарно ортогональны). Рассмотрим 16 единичных кватернионов вида � EMBED Equation.2  ���, а также 8 кватернионов � EMBED Equation.2  ��� Оказывается, что произведение любых двух кватернионов указанного вида снова будет кватернионом такого же вида. Всего мы имеем 24 кватерниона. Если рассмотреть повороты, заданные этими кватернионами, то учитывая, что q и (-q) задают одинаковые вращения, получаем группу вращений из 12 элементов. Оказывается, что это в точности группа T.


Группа W.


Здесь естественно выбрать оси, параллельные ребрам куба. К рассмотренным выше 24 кватернионам добавим еще 24 вида � EMBED Equation.2  ���, где s и t какая то пара (различных) единиц 1, i, j, k. Всего получаем 48 кватернионов, которые задают группу вращений пространства из 24 элементов. Оказывается, что это в точности группа W. Отметим, что, по построению � EMBED Equation.2  ��� - подгруппа. Это включение возникает потому, что тетраэдр можно вписать в куб - две пары противоположных вершин параллельных граней куба являются вершинами тетраэдра и каждый поворот, входящий в группу T переводит куб в себя, то есть содержится в группе W. 


Группа P.


В качестве координатных осей выберем диагонали трех смежных граней додекаэдра. Рассмотрим 24 кватерниона из первого примера. Присоединим к ним еще 96 единичных кватернионов, которые получаются следующим образом. Рассмотрим 4 числа � EMBED Equation.2  ���, � EMBED Equation.2  ���, � EMBED Equation.2  ���, � EMBED Equation.2  ���. Заметим, что � EMBED Equation.2  ��� Пусть � EMBED Equation.2  ��� - четная перестановка индексов 1, 2, 3, 4 . Рассмотрим числа � EMBED Equation.2  ��� Их действительно 96, поскольку � EMBED Equation.2  �
