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Основное уравнение электростатики (уравнение Пуассона). Используя связь потенциала с напряженностью, уравнение (1.8) можно записать как
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где символ ( обозначает оператор Лапласа
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Соотношение (1) называют основным уравнением электростатики, так как оно дает возможность находить электрическое поле произвольной системы покоящихся зарядов. Уравнение (1) называют также уравнением Пуассона, а его частный случай 
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 – уравнением Лапласа.

Можно показать, что выражение для потенциала (1.19а) является решением уравнения (1). Необходимость решения уравнения Пуассона возникает тогда, когда распределение зарядов известно не полностью. Такого рода задача возникает при наличии проводников, имеющих заданный потенциал и неизвестное заранее распределение зарядов на поверхности (при необходимости последнее находится из решения).
О достоинствах потенциала. Электростатическое поле исчерпывающим образом характеризуется векторной функцией 

. Введение дополнительной функции – потенциала – обусловлено несколькими причинами.

1. Зная потенциал 
[image: image4.wmf])
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 можно предельно просто вычислить работу сил поля при перемещении точечного заряда q( из точки 1 в точку 2
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где 
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 – потенциалы в точках 1 и 2. В этой связи, потенциальная энергия заряда в поле естественным образом определяется формулой
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2. Во многих случаях оказывается, что для нахождения напряженности E легче сначала подсчитать потенциал ( и затем взять градиент от него, нежели вычислять E непосредственно. Действительно, для вычисления ( нужно взять один интеграл, а для вычисления E – три (ведь это вектор). Кроме того, обычно интегралы для определения ( проще, чем для 
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. Только для небольшого числа задач с достаточно хорошей симметрией нахождение E непосредственно или с помощью теоремы Гаусса оказывается предпочтительнее.

Геометрическое описание электрического поля. Конфигурация поля может быть наглядно представлена с помощью силовых линий и эквипотенциальных поверхностей.

Силовая линия представляет собой пространственную кривую, в каждой точке которой касательный вектор совпадает по направлению с вектором E. Уравнение силовой линии можно записать в виде
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где s – длина силовой линии. Например, силовые линии поля точечного заряда представляют собой семейство радиальных лучей. На этом примере видно, что напряженность поля пропорциональна плотности силовых линий. Данное свойство сохраняется и в общем случае.

Эквипотенциальная поверхность является поверхностью одинакового потенциала. Например, в случае одного точечного заряда эквипотенциальными поверхностями является семейство концентрических сфер. Из соотношения 
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 следует, что силовые линии везде нормальны к эквипотенциальным поверхностям. Эквипотенциальные поверхности целесообразно проводить через равные потенциальные интервалы. Тогда, по густоте эквипотенциальных поверхностей можно наглядно судить о величине напряженности поля. Там, где эти поверхности расположены гуще, там напряженность поля больше.

Электрический диполь. Так называют электрически нейтральную систему зарядов (обычно под диполем подразумевают систему из двух разноименных точечных зарядов 

 и 

). Когда говорят о поле диполя, то предполагают сам диполь точечным, т.е. считают его размеры малыми по сравнению с расстояниями до рассматриваемых точек поля. В этом случае в задаче с диполем появляется малый параметр (
[image: image14.wmf]r

a

, где r – расстояние до диполя, a – его характерный размер), по которому можно произвести разложение (в ряд Тейлора).

Выбрав начало координат где-нибудь внутри системы зарядов, запишем исходное выражение для потенциала
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где 
[image: image16.wmf]i
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 – радиус-вектор заряда 
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. Поскольку 
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или в компактном виде
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Учитывая, что 
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, получим следующее выражение для потенциала поля диполя
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где 
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 называется дипольным моментом. Нетрудно проверить, что дипольный момент не зависит от выбора начала отсчета, т.е. является инвариантной величиной. В случае дипольной системы, состоящей из двух точечных зарядов
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где q ( 0 и l – вектор, соединяющий отрицательный заряд с положительным.

Из выражения для потенциала (3) несложно получить выражение для напряженности E. Рассмотрим этот вопрос подробнее на примере компоненты 
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. Произведя дифференцирование с учетом, что в декартовой системе координат 
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, получим



[image: image29.wmf]ú

û

ù

ê

ë

é

+

-

pe

=

5

3

0

)

(

3

4

1

r

x

r

d

E

x

x

dr

 .
Аналогичные результаты получатся и для остальных компонент 
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. Три выражения для компонент можно объединить в одно векторное



[image: image32.wmf]ú

û

ù

ê

ë

é

+

-

pe

=

5

3

0

)

(

3

4

1

r

r

r

dr

d

E

 .
(4)

Сила, действующая на диполь. Разлагая выражение для силы, получим
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или
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Если диполь ориентирован по полю, то, приняв его направление за x, имеем
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остальные компоненты силы, очевидно, равны нулю. Диполь, такой ориентации, как бы втягивается в поле – сила действует в направлении возрастания модуля E.

Момент сил, действующий на диполь. При вычислении момента сил достаточно ограничиться первым членом разложения
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Момент сил стремится повернуть диполь так, чтобы его дипольный момент d установился по направлению внешнего поля E. Такое положение диполя является устойчивым.

Энергия диполя в поле. Предполагаем диполь “жестким” 
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. Тогда можно исключить из рассмотрения энергию взаимодействия дипольных зарядов между собой (в общую энергию эта составляющая, поскольку диполь жесткий, входит в виде некоторой постоянной). Пусть внешнее поле создает потенциал 
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. Тогда энергия диполя во внешнем поле равна
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Силу, действующую на диполь, можно найти с помощью (7) как
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Для жесткого диполя выражения (5) и (8) полностью эквивалентны (доказывается с помощью тождества 
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 и свойства потенциальности поля 
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). В общем случае для определения силы следует использовать первое соотношение.

Полученные результаты для диполя понадобятся в дальнейшем, когда будет рассматриваться электрическое поле в присутствии диэлектриков. Это связано с тем, что диэлектрик по отношению к электрическому полю ведет себя как система индуцированных диполей.

Энергия электрического поля. Начнем с энергии взаимодействия системы зарядов. Энергия взаимодействия двух точечных зарядов равна
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Она по величине равна работе, которую совершают кулоновские силы, при удалении зарядов друг от друга на бесконечное расстояние. При этом неважно, каким путем заряды удаляются друг от друга. На основании принципа суперпозиции энергия взаимодействия системы зарядов складывается из энергии взаимодействия каждой пары зарядов
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Удобно проводить суммирование по индексам i и j независимо. Тогда перед знаком суммы следует поставить множитель 1/2 (при таком суммировании энергия взаимодействия пары ij учитывается дважды). На этом основании получаем
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где 
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 – потенциал, создаваемый в i-й точке удаленными зарядами. При переходе к непрерывному распределению зарядов выражение (9) переходит в
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Отметим, что смысл последнего выражения теперь уже несколько иной. В то время как (9) определяет энергию взаимодействия зарядом между собой (i ( j), выражение (10) включает также и собственную энергию каждого из зарядов, т.е. взаимодействие элементов этих зарядов (“внутреннее” взаимодействие). В терминах поля можно сказать, что (10) дает полную энергию электрического поля системы зарядов, тогда как (9) – только часть этой энергии.

Используя (1) и тождество 
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 преобразуем (9)
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Для любой ограниченной системы зарядов первый интеграл ( 0 при S ( ( (на больших расстояниях 
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Величину 
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 можно интерпретировать как плотность энергии электрического поля (т.е. считать, что энергия локализована в поле)
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Ходя вывод проделан для электростатического поля, полученный результат оказывается общим.

Проводник в электростатическом поле

Влияние вещества на поле. При внесении любого вещества в электрическое поле в веществе происходит смещение положительных и отрицательных зарядов (ядер и электронов). В тех или иных местах вещества появляются нескомпенсированные заряды различного знака. Это явление называют электростатической индукцией, а появившиеся в результате перераспределения заряды – индуцированными зарядами.

Индуцированные заряды создают дополнительное электрическое поле, которое вместе с исходным (внешним) электрическим полем образует результирующее поле. Зная внешнее поле и распределение индуцированных зарядов, можно при нахождении результирующего поля уже не обращать внимания на наличие самого вещества – его влияние уже учтено с помощью индуцированных зарядов. Однако дело усложняется тем, что заранее не известно, как распределяются в пространстве индуцированные заряды – задача оказывается далеко не такой простой. Распределение индуцированных зарядов в решающей степени зависит от свойств самого вещества – от его физической природы и формы тел. Изучение влияния вещества на поле начнем с веществ, проводящих электрический ток.

Проводник в электрическом поле. Вещество, в котором имеются свободные заряды (обычно электроны), называется проводником (электрического тока). Примерами проводников являются металлы (свободные электроны), электролиты (ионы), плазма (ионизированный газ – электроны и ионы). Для электростатических явлений поле внутри проводника равно нулю (
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). Действительно, если 
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, то возникает электрический ток, и мы выходим за рамки электростатики. Механизм исчезновения поля в проводнике связан со смещением свободных зарядов под действием внешнего поля, как раз настолько, чтобы поле этих зарядов компенсировало внешнее поле.

Поскольку 
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, то плотность зарядов внутри проводника 
[image: image60.wmf]0

div

0

=

e

=

r

E

. Избыточные заряды в проводнике могут, поэтому размещаться только на его поверхности. Кроме того, все точки проводника имеет один и тот же потенциал (так как внутри 
[image: image61.wmf]0

=

E

), в частности, поверхность проводника эквипотенциальна, а внешнее электрическое поле перпендикулярно к ней.

Применим теорему Гаусса к элементу поверхности проводника. В качестве замкнутой поверхности возьмем прямой цилиндр, с образующей, перпендикулярной поверхности проводника. Тогда поток вектора E через эту поверхность будет равен потоку через наружный торец цилиндра (потоки через боковую поверхность и внутренний торец равны нулю). Имеем 
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 – нормальная к поверхности проводника и единственная составляющая вектора E, ( – локальная поверхностная плотность заряда. После сокращения равенства на (S, получим
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В электрическом поле на поверхности проводника появляются наведенные заряды. Поле действует на эти заряды, а, значит и на проводник с некоторой силой. Вычислим эту силу. Формально считаем, что поверхностные заряды распределены в узком приповерхностном слое с объемной плотностью 
[image: image65.wmf])
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, где x – координата вдоль внешней нормали. Тогда сила, действующая на единичную поверхность, дается интегралом
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Используя теорему Гаусса, которая в данном случае имеет вид 
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Сила направлена по внешней нормали и является, таким образом, силой натяжения.
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