1.  ПРЯМЫЕ  ИЗМЕРЕНИЯ





1.1  Погрешности  измерений





При  проведении  любых  измерений  имеется  в  виду  достижения  следующих  целей.


1.  Получения  значения  физической  величины  в  виде  некоторого  числа  принятых  для  неё  единиц.  Это  значение  физической  величины,  найденное  экспериментальным  путём  ,  мы  будем  в  дальнейшем  называть  результатом  измерения  (().


2.  Определение  степени  достоверности  результатов  измерения.


Для  того,  чтобы  иметь  возможность оценивать  степень  достоверности результатов  измерения  количественно,  вводят  понятие  истинного  значения  измеряемой  величины  ((и) - значения  физической  величины,  которое  идеальным  образом  отображает  в  качественном  и  количественном  отношениях  соответствующее  свойство  объекта  управления  [1].  Очевидно,  что  истинное  значение  физической  величины - идеализация;  для  получения  (и  требуется  располагать  идеально  точным  прибором  и  исключить  все  факторы,  влияющие  на результаты  измерения.  Поэтому  истинное  значение  измеряемой  величины  принципиально  неизвестно  [2].


Нетрудно  убедится  в  том,  что  результат  измерения - случайная  величина.  Для  этого  достаточно  несколько  раз  измерить  одну  и  ту  же  физическую  величину  с  помощью  прибора,  обладающего  достаточно  высокой  чувствительностью.  Результаты  измерений  будут  в  общем  случае  отличатся  друг  от  друга,  что  объясняется  постоянным  изменением  величин,  влияющих  но  измерения  (электромагнитных  помех,  температуры  окружающей  среды,  влажности,  вибрации,  напряжений  питания  измерительного  прибора  и  т. п.).  Полное  совпадение  результатов  измерений  всегда  говорит  о  том,  что  чувствительность  средств  измерений  недостаточна  для  того,  чтобы  обнаружить  это  явление.


Количественно  оценить  степень  достоверности  результата  измерения - это  значит  ввести  количественную  меру  близости  между  случайным  результатом  измерения  (  и  неизвестным  (но  неслучайным)  истинным  значением  (и  измеряемой  величины.


Это  можно  сделать  следующим  образом.  Зададимся  положительными  (1  и  (2  имеющими  размерность  измеряемой  величины.  Обычно  (1  и  (2  выбирают  существенно  меньшими,  чем  (,  и  весьма  часто - равными  друг  другу.  Интервал  [(-(2;  (+(1]  называют   доверительным  интервалом.  Вероятность  того,  что  доверительный  интервал  накроет  (рис. 1.1)  истинное  значение  (и  измеряемой  величины,  называют  доверительной  вероятностью  (Р().  Учитывая,  что  ( - случайная  величина,  можно  записать


� EMBED Equation.2  ���,                                           (1.1)


где  Р - вероятность  выполнения  соответствующих  неравенств.
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Рис. 1.1





Доверительная  вероятность  Р(  при  заданном  доверительном  интервале  и  является  количественной  мерой  степени  доверительности  результата  измерения.  определить  степень  достоверности  результата  измерения - это  значит  найти  Р(  при  заданных  (1  и  (2  (или  решить  обратную  задачу:  найти  (1  и  (2  при  заданной  доверительной  вероятности  Р().


Итак,  в  результате  измерения  необходимо  получить  величины  (  и  Р(  при  заданных  (1  и  (2.


Естественно,  если  имеется  возможность  выбора  наиболее  достоверного  значения  (  (например,  измерение  произведено  различными  способами  и  требуется  выбрать  наиболее  подходящее  значение  (),  то  величину  (  целесообразно  выбрать  так,  чтобы  одним  и  тем  же  значениям  (1  и  (2  соответствовала  наименьшая  доверительная  вероятность.


Величину


� EMBED Equation.2  ���                                                        (1.2)


называют  абсолютной  погрешность  результатов  измерения.  Так  как  ( - случайная  величина,  то  и  ( - также  случайная  величина.


Подставив  значение  (и  из  (1.2)  в  (1.1),  получим


� EMBED Equation.2  ���,                                           (1.3)


Сравнивая  (1.1)  и  (1.3),  нетрудно  заметить,  что  попаданию  (и  в  доверительный  интервал  соответствует  попадание  (  в  интервал  [-(1,(2].


Приведённые  выше  положения  лежат  в  основе  требований  ГОСТа  о  форме  представления  результатов  измерений  [3].  ГОСТом  предусмотрен  ряд  таких  форм;  мы  рассмотрим  лишь  одну  из  них:


(,  (  от  -(1  до  (2,  Р(.                                         (1.4)


Например,


U=101B,  (U  от  -1B  до  2B,  Р(=0,95.


Это  означает:  измеренное  напряжение  равно  101В,  погрешность  измерения  заключена  между  -1В  и  +2В  с  вероятностью  0,95.  Учитывая  (1.1),  можно  сказать,  что  истинное  значение  измеряемого  напряжения  лежит  в  интервале  от  99В  до  102В  с  вероятностью  0,95.


В  связи  с  тем,  что  практически  при  заданных  (1  и  (2  величина  Р(  определяется  сравнительно  неточно,  то  ГОСТ  рекомендует  указывать  ряд  (1  и  (2  не  более  двух  значащих  цифр,  причём  наименьшие  разряды  числовых  значений  результата  измерения  и  числовых  значений  (1  и  (2  должны  быть  одинаковы


Следует  отметить,  что  значение  нормируемых  метрологических  характеристик  средств  измерений,  отдельных  свойств  объекта  измерения  и  условий  проведения  измерения  в  попадающем  большинстве  случаев  не  даёт  возможности  количественно  оценить  степень  достоверности  результата  и  записать  его  в  форме  (1.4).


Пусть,  например,  напряжение  измеряется  с  помощью  вольтметра  класса  точности  0,2  с  конечным  значением  рабочей  части  шкалы  150 В.  Даже  если  измерение  проводится  в  нормальных  условиях  и  можно  пренебречь  методической  погрешностью,  связанной  с  тем,  что  внутренне  сопротивление  вольтметра  не  бесконечно  велико,  самое  большее,  что  можно  сказать  о  степени  достоверности  результата  измерения, - это  то,  что  предел  допускаемой  абсолютной  погрешности  вольтметра  равен  0,3 В  [4].  Если  считать,  например,  что  величины  (1  и  (2  равны  0,3 В,  то  о  доверительной  вероятности  ничего  сказать  нельзя.


Таким  образом,  самое  большое,  что  мы  можем  сказать  о  степени  достоверности  результатов  измерений  в  подобных  случаях, - это  следующее:  результат  получен  с  помощью  каких-то  средств  измерений  по  какой-то  методике  и  при  каких-то  условиях.  Этот  недостаток  связан  частично  с  несовершенством  существующих  способов  нормирования  метрологических  характеристик  средств  измерений.  В  настоящее  время  делают  попытки  усовершенствовать  нормирование  путём  введения  соответствующего  ГОСТа  [5].


Что  нужно  знать  о  погрешности,  чтобы  по  заданным  (1  и  (2  найти  величину  Р(  и  иметь  возможность  представить  результат  измерения  в  требуемой  по  ГОСТу  форме  (1.4)?


Погрешность  измерения - случайная  величина,  поэтому  для  решения  данного  вопроса  необходимо  воспользоваться  математическим  аппаратом  теории  вероятностей.








1.2  Свойства  погрешностей





Как  известно  из  теории  вероятностей,  наиболее  полной  характеристикой  случайной  величины  является  её  закон  распределения [6]�.  Мы  будем  в  основном  по���льзоваться  так  называемым  дифференциальным  законом  распределения  (плотностью  распределения  вероятностей).  Пусть  ((() - дифференциальный  закон  распределения  погрешностей.  Нетрудно  показать,  что  функция  ((()  обладает  следующими  свойствами:


� EMBED Equation.2  ���,                                                     (1.5)


� EMBED Equation.2  ���,                                                   (1.6)


� EMBED Equation.2  ���.                              (1.7)


Выражения  (1.5)  и  (1.6)  отображают  соответственно  очевидные  факты,  что  вероятность  появления  какого-либо  конкретного  значения  погрешности  (   не  может  быть  отрицательной,  а  вероятность  появления  погрешности,  заключённой  между  -(  и  (,  равна  единице.  Выражение  (1.7)  связывает  ((()  с  искомой  величиной  Р(  (рис. 1.2).  Таким  образом,  знание  дифференциального  закона  распределения  погрешностей  позволяет  решить  поставленную  задачу:  по  данным  (1  и  (2  найти  величину  Р(.  Обратная  задача  (по  заданной  Р(  найти  (1  и  (2)  имеет  однозначное  решение  лишь  в  случае,  когда  (1  и  (2  связаны  друг  с  другом  определённым  соотношением  (например,  равны  между  собой).


Нужно  отметить,  что  здесь  и  в  дальнейшем  одной  и  той  же  буквой  (  мы  обозначаем  (как  принято  в  метрологии,  в  соответствующих  ГОСТах,  а
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Рис. 1.2





также  в  некоторой  научно-технической  литературе)  две  разных  величины:  с  одной  стороны  ( - символ  случайной  величины  (погрешности),  с  другой - ( - возможное  значение,  которое  может  принять  случайная  величина  (погрешность).


Мене  полными  по  сравнению  с  ((()  характеристиками  случайной  величины  (  являются  так  называемые  числовые  характеристики  закона  распределения.  Наиболее  важны  две  из  них:


� EMBED Equation.2  ���,                                                  (1.8)


� EMBED Equation.2  ���.                                          (1.9)


Величина  (С  есть  абсцисса  центра  тяжести  фигуры,  заключённой  между  кривой  ((()  и  осью  (  (см. рис. 1.2).  Величину  (С  принято  в  теории  вероятностей  называть  математическим  ожиданием  или  средним  значением  случайной  величины  (,  а  в  метрологии  (когда  ( - погрешность) - систематической  погрешностью  (индекс  "с"  означает  "систематическая").  Систематическую  погрешность  можно  рассматривать  как  среднее  значение  погрешностей  ,  которые  получаются  при  многократном  измерении  одной  и  той  же  величины  с  помощью  какого-либо  конкретного  средства  измерений.


Величину  (  называют  средним  квадратическим  отклонением  погрешности.  Эта  величина  является  мерой  рассеяния  (разброса)  погрешностей  вокруг  (С;  чем  больше  (  тем  больше  вероятны  значительные  отклонения  погрешности  от  их  среднего  значения  (С.  Из  (1.9)  следует,  что  ( - неотрицательная.  Отметим,  что  величины  (  и  (С  имеют  размерность  погрешности  (  и  поэтому  удобны  в  качестве  её  характеристик.


Наибольшее  распространение  имеет  нормальный  закон  распределения  погрешностей


� EMBED Equation.2  ���.                                       (1.10)


Из  выражения  (1.10)  видно,  что  нормальный  закон  распределения  целиком  определяется  двумя  параметрами - (С  и  (,  т. е.,  зная  эти  параметры,
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Рис. 1.3





можно  найти  функцию  ((().  Можно  показать,  что  (С  в  данном  случае  лежит  на  оси  симметрии  кривой  (((),  а  чем  больше  (,  тем  эта  кривая  более  пологая  и  имеет  меньший  максимум  (рис. 1.3).


Широкое  распространение  нормального  закона  распределения  погрешностей  связано  с  тем,  что  весьма  часто  погрешность  измерения  является  результатом  действия  большого  числа  независимых  факторов,  каждый  из  которых  вызывает  относительно  малую  погрешность.  Как  показывает  теория  и  практика,  в  подобных  случаях  имеют  место  законы  распределения  результирующих  погрешностей,  близкие  к  нормальным.


В  случае  нормального  закона  распределения  величину  Р(  можно  найти  по  заданным  (1  и  (2,  воспользовавшись  общей  формулой  (1.7)  с  учётом  (1.10).  Из  (1.7)  и  (1.10)  можно  получить


� EMBED Equation.2  ���,                                   (1.11)


где  вспомогательная  функция  Ф  определяется  выражением


� EMBED Equation.2  ���.                                             (1.12)


Функция  Ф(z)  называется  функцией  Лапласа  или  интегралом  вероятностей;  для  неё  составлены  таблицы.  При  пользовании  таблицей  необходимо  учитывать,  что  


� EMBED Equation.2  ���.                                                     (1.13)


Выражение  (1.11)  существенно  упрощается  для  весьма  распространенного  случая,  когда  (1  и  (2  равны  между  собою,  а  систематическая  погрешность  (С  равна  нулю.  В  этом  случае


� EMBED Equation.2  ���,                                           (1.14)


причём  значение  � EMBED Equation.2  ���  находится  непосредственно  из  табл. П.1.


Полезно  запомнить,  что  Ф(1),  Ф(2)  и  Ф(3)  соответственно  равны  примерно  0,68,  0,95 и  0,997.  Если  учесть  (1.14),  то  это  есть  доверительные  вероятности,  соответствующие  симметричным  доверительным  интервалам  [-(; (],  [-2(; 2(]  и  [-3(; 3(].  Таким  образом,  вероятность,  например,  того,  что  при  нормальном  законе  распределения  погрешность  превысит  по  абсолютной  величине  3(,  не  превышает  0,3%.  Этой  вероятностью  часто  пренебрегают  и  называют  величину  3(  максимально  возможной  погрешностью.


При  любом  законе  распределения  погрешность  измерения  (  можно  представить  в  виде


� EMBED Equation.2  ���.                                                    (1.15)


Величину  � EMBED Equation.2  ���  в  метрологии  принято  называть  случайной  погрешностью.  Нетрудно  заметить,  что  математическое  ожидание  величины  � EMBED Equation.2  ��� всегда  равно  нулю  в  отличие  от  математического  ожидания  величины  (..


Если  величина  (С  известна  (например,  определена  экспериментально),  то  её  целесообразно  исключить  из  результата  измерения,  переходя  от  него  к  исправленному  результату  (испр:


� EMBED Equation.2  ���,                                                  (1.16)


что  эквивалентно  переносу  начала  координат  на  рис. 1.2  и  рис. 1.3  в  точку  (С.  Результат  (испр  обычно  точнее,  чем  (  в  том  смысле,  что  одним  и  тем  же  значениям  (1  и  (2  соответствует  большее  значение  Р(  (рис. 1.4).


Исключить  случайную  погрешность  � EMBED Equation.2  ���  из  результатов  измерения  аналогичным  путём  нельзя,  так  как  неизвестно,  какое  конкретно  значение  примет  � EMBED Equation.2  ���  при  данном  измерении.  Однако  можно  существенно  уменьшить  влияние
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Рис. 1.4


� EMBED Equation.2  ���  на  результат  измерения,  например,  усредняя  результаты  отдельных  измерений,  а  также  другими  способами.


До  сих  пор  мы  рассматривали  наиболее  распространённый  нормальный  закон  распределения  погрешностей.  Однако  это  не  означает,  что  погрешности  всегда  распределены  по  нормальному  закону,  Например,  погрешность  дискретности,  характерная  для  всех  цифровых  измерительных  приборов,  обычно  распределены  по  закону  равномерной  плотности.  Могут  иметь  мести  и другие  виды  распределения  погрешностей.  Установить  вид  ((()  можно  экспериментальным  путём,  это  наиболее  надёжно,  а  также  в  ряде  случаев  из  теоретических  соображений.








1.3  Экспериментальное  определение  погрешностей





Наиболее  полную характеристику  погрешностей  измерения - функцию  распределения  ((()  можно  найти  экспериментально  следующим  образом.


Прежде  всего  необходимо  располагать  возможностью  задавать  значения  измеряемой  величины  с  погрешностями,  существенно  меньшими,  чем  погрешности  измерений,  функция  распределения  которых  подлежит  экспериментальному  определению.  Эти  значения  измеряемой  величины  называют  действительными.  По определению  [1]  действительным  значением  ((()  измеряемой  величины  называют  её  значение,  найденное  экспериментальным  путём  и  настолько  приближающееся  к  истинному,  что  для  данной  цели  может  быть  использовано  вместо  него.


Таким  образом  можно  считать,  Что  для  данной  цели - для  определения  ((() - имеет  место  приближенное  равенство


� EMBED Equation.2  ���.                                                     (1.17)


Практически  в  качестве  значений  ((  можно  использовать  значение  мер  измеряемой  величины  или  показания  образцовых  приборов.


Для  определения  ((()  вблизи  конкретного  значения  ((  необходимо  произвести  многократные  независимые  измерения  одной  и  той  же  величины  ((.  В  результате  получается  ряд  значений  измеряемой  величины  ((1, (2, ...(i, (�n),  действительное  значение  которой  известно.  Этому  ряду  соответствует  ряд  погрешностей  (1��`�, (2,` ... (i`, ... (n`,  причём  


� EMBED Equation.2  ���.                                                    (1.18)


Затем  строится  гистограмма - ступенчатая  кривая,  результат  экспериментального  определения  ((().  Высота  каждого  прямоугольника  (рис. 1.5)  равна  � EMBED Equation.2  ���,  где  n - общее  число  измерений,  (` - выборочная  ширина  интервалов,  расположенных  вдоль  оси  (,  n` - число  значений  погрешностей,  попавших  в  соответствующий  интервал.  Площадь  каждого  прямоугольника,  равная  n`/n,  примерно  равна  вероятности  попадания  погрешности  в  соответствующий  интервал.
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Рис. 1.5





Гистограмма  может  быть  аппроксимированная  какой-либо  аналитической  функцией  � EMBED Equation.2  ���  по  методике,  описанной  например,  в  [6].  В  [3]  приведена  таблица  стандартных  аппроксимаций  функций  распределения.


Основной  недостаток  экспериментального  определения  ((() - большая  трудоёмкость  эксперимента.  Число  измерений  n  должно  быть  достаточно  велико,  если  желательно  сравнительно  точно  определить  ((() ;  число  n`  для  каждого  интервала  должно  быть  не  менее  5 - 10.  Кроме  того,  найденное  распределение  погрешностей  соответствует  определённому  значению  ((.  Трудоёмкость  эксперимента  при  этом  соответственно  возрастает.


Располагая  функцией  (((),  всегда  можно  найти  численные  характеристики  закона  распределения  погрешностей - систематическую  погрешность  и  среднее  квадратическое  отклонение  по  формулам  (1.8)  и  (1.9).  Обратную  задачу  в  общем  случае  решить  нельзя;  она  решается  в  некоторых  важных  частных  случаях,  например,  когда  из  каких-либо  соображений  известно,  что  вид  закона  распределения - нормальный.


Найти  экспериментально  параметры  (С�  и  (  закона  распределения  погрешностей  можно,  располагая  тем  же  рядом  измерений,  что  и  в  опыте  по  определению  ((().  Однако  для  получения  достаточно  точных  значений  (С  и  (  требуется  произвести  гораздо  меньше  измерений;  практически  достаточно  произвести  10 - 20  измерений.


Можно  показать,  что


� EMBED Equation.2  ��� ,                                           (1.19)


т. е.  систематическая  погрешность  примерно  равна  среднему  арифметическому  значению  ряда  погрешностей  (1��`�, (2,` ... (i`, ... (n`,  полученных  при  многократном  измерении  одной  и  той  же  величины  ((.


Отметим  следующее  принципиально  важное  обстоятельство.  Так  как  любой  результат  измерений  (i - случаен,  то  и  значение  (С,  найденное  по  приближённой  формуле  (1.19),  также  случайно.  Наиболее  удобной  мерой  рассеяния  ("мерой  случайности"),  полученного  значения  систематической  погрешности  является  среднее  квадратическое  отклонение  (С,  которое  может  быть  найдено  по  приближённой  формуле


� EMBED Equation.2  ��� .                                             (1.20)


Естественно,  что  число  измерений  n  следует  выбирать  так,  чтобы  величина  (С  была  много  меньше  (С.  Для  более  строгого  определения  соотношения  между  (С  и  (С  необходимо  задаться  доверительным  интервалом  и  вероятностью  для  результат  измерения  (С  и  учесть,  что  закон  распределения  этой  величины  близок  к  нормальному.  Ниже  этот  вопрос  подробно  рассмотрен  при  оценки  степени  достоверности  среднего  арифметического  результатов  наблюдений.


Как  отмечалось  выше,  располагая  значением  (С  можно  ввести  поправку  в  результат  измерения,  увеличив  тем самым  его  точность.


В  ряде  случаев  величину  (С  можно  вычислить,  не  производя  предварительно  экспериментов  по  определению  ((.  Например,  методическую  погрешность  при   измерении  с  помощью  вольтметра  напряжения  на  выходе  активного  двухполюсника  с  известным  выходным  сопротивлением  можно  найти,  если  известно  внутренне  сопротивление  вольтметра.


В  некоторых  случаях  можно  исключить  систематическую  погрешность  (исправив  результат  измерения),  не  определяя  (С  непосредственно,  а  выбрав  соответствующим  образом  методику  измерения.  Примером  может  служить  методика  исключения  влияния  термо- э. д. с.  на  результат  измерения  сопротивления  с  помощью  двойного  моста,  когда  измерение  производится  дважды  при  двух  направлениях  питающего  напряжения,  а  результат  измерения  определяется  как  среднеарифметическое  результатов  этих  двух  опытов.


Вообще  приёмы  обнаружения  и  исключения  систематической  погрешности  могут  быть  весьма  разнообразными.  Поэтому  не  представляется  возможным  рекомендовать  какой-либо  приём,  применимый  во  всех  случаях.  Задача  исключения  из  результатов  измерения  систематической  погрешности  требует  в  каждом  конкретном  случае  глубокого  анализа  объекта  и  метода  измерения,  измерительной  аппаратуры  и  условий  измерения.


Во-первых,  действительное  значение  ((  измеряемой  величины,  которое  используется  для  определения  (С,  не  равно  истинному  значению  (и.  Соответствующая  погрешность  имеет  как  систематическую,  так  и  случайную  составляющие.  Поэтому  исправленные  результаты  измерений  будут  содержать  систематическую  погрешность,  связанную  с  заменой  (и  на  ((.


Во-вторых,  так  как  при  экспериментальном  определении  (С  приходится  ограничиваться  конечным  числом  опытов,  то  приближенное  значение  (С  оказывается  случайным.


В-третьих,  измерительную  аппаратуру  практически  невозможно  проверить  при  всевозможных  допустимых  значениях  измеряемых  и  влияющих  величин.  Приходится  ограничится  проверкой  лишь  в  отдельных  точках  и  каким-либо  способом  распространять  результаты  проверки  на  остальные.  Таким  образом,  после  введения  поправок  в  результаты  измерений  остаются  неисключёнными  остатки  систематических  погрешностей,  которые  не  могут  быть  исключены  или  уменьшены  с  помощью  методов,  используемых  для  уменьшения  влияния  на  результаты  измерений  случайных  погрешностей.


В  дальнейшем,  если  это  специально  не  оговаривается,  мы  будем  считать,  что  систематическая  погрешность  в  основном  исключена  (в  результаты  измерений  внесены  поправки)  или  достаточно  мала,  т. е.  величина  (С  гораздо  меньше,  чем  (.


Среднее  квадратическое  отклонение  (  можно  найти,  воспользовавшись  тем  же  рядом  измерений,  который  использовался  для  определения  (С:


� EMBED Equation.2  ��� .                                             (1.21)


Для  нахождения  (  необязательно  располагать  значением  ((,  достаточно  n  раз  измерить  неизвестную,  но  постоянную  величину.  В  этом  случае  для  вычисления  (  нужно  воспользоваться  формулой


� EMBED Equation.2  ��� ,                                             (1.22)


где  (ср - среднее  арифметическое  результатов  n  измерений.


Так  как  величины  (i  случайны,  то  и  полученные  приближённые  значения  (  также  будут  случайными.  Однако  оценить  степень  их  достоверности  сложнее,  чем  в  случае  определения  (С;  необходимо  хотя  бы  приблизительно  знать  вид  закона  распределения  погрешностей.  например,  если  закон  распределения  погрешностей - нормальный,  то  мерой  рассеяния  полученного  случайного  значения  (,  найденного  по  формуле  (1.22),  может  служить  его  среднее  квадратическое  отклонение  (`,  причём


� EMBED Equation.2  ���,                                                   (1.23)


Задаваясь  соотношениями  между  (  и  (`,  можно  оценить  требуемое  число  измерений  n.  Более  подробно  этот  вопрос  рассмотрен  в  [6].


Какую  информацию  о  доверительной  вероятности  Р(  результата  измерения  при  заданном  доверительном  интервале  можно  получить,  располагая  параметром  (  и  считая,  что  результат  измерения  исправлен?  Это  зависит  от  того,  что  нам  известно  о  законе  распределения  погрешностей.


Предположим,  что  о  законе  распределения  погрешностей  нам  ничего  не  известно.  В  этом  случае,  выбрав  (1  и  (2  равными  между  собой  и  воспользовавшись  известным  из  теории  вероятностей  неравенством  Чебышева,  получим


� EMBED Equation.2  ���� EMBED Equation.2  ���,                                        (1.24)


т. е.  величину  Р(  оценить  с  низу.  Пологая,  например,  (1  равным  3(,  получим,  что  Р(  превышает  0,9.  Неравенство  (1.24)  для  большинства  законов  распределения  даёт  весьма  грубую  оценку  величины  Р(  снизу;  действительное  значение  Р(  может  существенно  превышать  правую  часть  неравенства.  Например,  как  отмечалось  выше,  для  нормального  закона  распределения  при  (1,  равным  3(,  величина  Р(  составляет  0,997.


Предположим,  что  вид   закона  распределения погрешностей  известен.  В  этом  случае  для  ряда  наиболее  распространённых  законов  распределения  (нормальный,  закон  равномерной  плотности  и  др.)  значение  величины  (  позволяет  найти  ¦(().  Тогда  для  нахождения  Р(  можно  воспользоваться  формулой  (1.7).  В  частном  случае  нормального  закона  распределения  можно  воспользоваться  следствиями  (1.7) - формулами  (1.11)  или(1.14).








1.4  Усреднение  результатов  наблюдения





Если  неисключенный  остаток  систематической  погрешности  много  меньше  величины  (,  то  для  повышения  точности  результата  измерения  широко  используется  следующий  метод.  Измерения  одной  и  той  же  неизменной  величины  проводятся  n  раз  и  получают  ряд  наблюдений  (1,  (2, ..., (i, ..., (n.  Величины  (i  называют  результатами  наблюдений,  чтобы  отличить  их  от  конечного  результата  измерения  (,  в  качестве которого  в  данном  случае  целесообразно,  как  доказывается  в  математической  статистике,  взять  среднее  арифметическое  результатов  наблюдений


� EMBED Equation.2  ���,                                                (1.25)


Результат  измерения  случаен,  так  как  случайные  (i;  среднее  квадратическое  отклонение  (ср  результата  измерения  (среднего  арифметического  результатов  наблюдений)  можно  найти  по  формуле


� EMBED Equation.2  ���,                                         (1.26)


Сравнивая  (1.26  )  и  (1.22),  легко  заметить,  что


� EMBED Equation.2  ���,                                                  (1.27)


т. е.  среднее  квадратическое  отклонение  результата  измерения  в  � EMBED Equation.2  ���  раз  меньше  среднего  квадратического  отклонения  результата  наблюдения.  В  этом  смысле  результат  измерения  оказывается  соответственно  точнее  результата  любого  из  n  измерений.


Подобным  методом  повышения  точности  измерений  широко  используется,  в  частности,  если  случайные  погрешности  велики вследствие  помех,  действующих  на  измерительную  аппаратуру.  Аналогичные  идеи  лежат  в  основе  создания  групповых  эталонов,  например  Государственного  эталона  вольта.


Задаваясь  величинами  (1  и  (2,  можно  найти  соответствующее  значение  Р(  и  тем  самым  количественно  оценить  степень  достоверности  результата  измерения  в  рассматриваемом  случае.  При  этом  наиболее  часто  имеют  место  следующие  случаи.


1)  О  законе  распределения  погрешности  ничего  не  известно.


В  этом  случае  при  больших  достаточно  n  (не  менее  10-20)  можно  считать,  что  закон  распределения  случайной  величины  (ср  близок  к  нормальному  независимо  от  вида  закона  распределения  результатов  наблюдений.  Поэтому  для  расчёта  Р(  можно  воспользоваться  выражением  (1.11),  заменив  в  нём  (  на  (ср  и  пологая  (С  равным  нулю:


� EMBED Equation.2  ���.               (1.28)


2)  Пусть  известно,  что  закон  распределения  погрешностей  результатов  наблюдения - нормальный.


В  этом  случае  целесообразно  использовать  приближённое  равенство  (1.28),  которое  даёт  большую  погрешность  при  малых  n  (менее 10),  Точное  значение  Р(  можно  вычислить  по  формуле,  справедливой  для  любой  n,  превышающих  единицу:


� EMBED Equation.2  ���,                                    (1.29)


где  � EMBED Equation.2  ��� - интегральная  функция  распределения  Стьюдента,  для  которого  составлены  таблицы.


При  пользовании  таблицей  необходимо  учесть,  что  � EMBED Equation.2  ��� - функция  двух  аргументов:  аргумента  t,  равного  отношению  величин  (1 или  (2  (ср,  и  числа  наблюдений  n.


Точные  методы  расчёта  доверительных  вероятностей    при  заданных  доверительных  интервалах  разработаны  не  только  для  нормального  закона  распределения  погрешности  наблюдений.  Однако  их  применение  затруднено  тем,  что  практически  очень  редко  точно  известен  вид  закона  распределения


Рассмотрим  методику  обработки  прямых  измерений  при  различных  постановках  задачи  (см.  также  [7]).


Пример  1.


Для  уменьшения  влияния  различных  помех  на  результат  измерения  произведено  5  независимых  наблюдений  одного  и  того  же  напряжения  U.  Получен  ряд  наблюдений:


i�
1�
2�
3�
4�
5�
�
Ui,  мВ�
2781�
2836�
2807�
2763�
2858�
�
Систематической  погрешностью  можно  пренебречь.


Найти:  результат  измерения  и  доверительную  вероятность  того,  что  абсолютная  погрешность  измерения  не  превышает  по  модулю 50 мВ. 


Решение.  Результат  измерения  и  его  среднее  квадратическое  отклонение  находим  по  соответствующим  формулам  (1.25)  и  (1.26):


� EMBED Equation.2  ���,               


� EMBED Equation.2  ���,                                


Величину  Р(  оценим  тремя  рассмотренными  выше  способами  в  зависимости  от  того,  что  априорно  известно  или  предполагается  о  законе  изменения  погрешностей.


Если  о  законе  распределения  погрешностей  наблюдений  ничего  не  известно,  то  согласно  следствию  из  неравенства  Чебышева  по  формуле  (1.24)  получим


� EMBED Equation.2  ���.


Если  предположить,  погрешность  величины  Uср  распределены  по  закону,  близкому  к  нормальному,  то,  пользуясь  (1.14),  получим


� EMBED Equation.2  ���.


Если  известно,  что  погрешности  наблюдений  распределены  нормально,  то  согласно  (1.29)  получим


� EMBED Equation.2  ���


Рассмотренным  тремя  способам  нахождения  величины  Р(  соответствуют  три  варианта  записи  результата  измерения:


U=2809 мВ,  (  от  -50 мВ  до  +50 мВ,  Р(>0,88;


U=2809 мВ,  (  от  -50 мВ  до  +50 мВ,  Р((0,996;


U=2809 мВ,  (  от  -50 мВ  до  +50 мВ,  Р(=0,956.


Необходимо  отметить  следующее.  Если  априорно известно,  что  вид  закона  распределения  погрешностей - нормальный  то  всегда  имеет  смысл  рассчитывать  Р(�  по  точной  формуле  (1.29);  формулы  (1.14)  и  (1.29)  дают  близкие  результаты  только  при  больших  n.  Формула  (1.14)  может  давать  сильно  завышенные  значения  для  Р(,  особенно  при  малых  n;  это  наглядно  видно  из  сравнения  двух  последних  вариантов  записи  результата  измерения  в  рассмотренном  примере.  Оценка  доверительной  вероятности  согласно  неравенства  Чебышева  может  быть  существенно  меньше её действительного  значения;  однако  такая  оценка  справедлива  для  любого  закона  распределения  погрешностей  наблюдений.


Рассмотренные  выше  способы  обработки  результатов  наблюдений  предполагали,  что  систематической  погрешностью  можно  пренебречь  и  результаты  многократных  наблюдений  являются  статически  независимыми.  При  этих  условиях  можно,  повторяя  наблюдения  произвольно  большое  число  раз,  сделать,  как  это  видно  из  (1.27),  среднюю  квадратическую  погрешность  результата  измерения  сколь  угодно  малой.


Подобный  способ  уменьшения  погрешности  представляется  весьма  заманчивым,  если  учесть,  чти  в  настоящее  время  существуют  автоматические  измерительные  приборы  (например,  цифровые  вольтметры),  которые  могут  производить  тысячи  и  более  измерений  в  секунду  и  автоматически  усреднять  результаты.  Если,  например,  прибор  производит  10000  измерений  в  секунду  со  средним  квадратическим  отклонением,  равным  10%  от  действительного  значения  измеряемой  величины  (весьма  грубый,  но  быстродействующий  прибор),  то  используя  его  в течении  1с  и  получив  результат  измерения  как  среднее  арифметическое  из  10000  наблюдений,  в  соответствии  с  (1.27)  получим,  что  погрешность  уменьшилась  в  100  раз  и  составляет  уже  0,1%.  это  весьма  точный  результат.


Правильно  ли  делать  вывод  о  том,  что,  увеличивая  быстродействие  и  используя  его  для  многократных  наблюдений  за  одной  и  той  же  неизменной  физической  величиной,  можно  неограниченно  увеличивать  точности  измерения?  В  общем  случае  такого  вывода  сделать  нельзя.  Точность  среднего  арифметического  результатов  наблюдений  ограниченна  не  только  из-за  наличия  неисключённых  остатков  систематических  погрешностей,  но  и  из-за  статистической  зависимости  случайных  погрешностей  между  собой,  которая  имеет  тенденцию  усиливаться  при  уменьшении  промежутка  времени  между  наблюдениями.


Последнее  обстоятельство  можно  проследить  на  следующем  примере.  Пусть  случайная  погрешность  наблюдения  какой-либо  физической  величины  вызвана  воздействием  на  прибор  одного   случайного  фактора - например,  отклонением  температуры  окружающей  среды  от  номинального  значения.  Если  тепловая  инерция  прибора  великая,  то  его  температура  меняется  медленно даже  при  сравнительно  быстрых  изменениях  температуры  окружающей  среды.  Очевидно,  что  при  этом  вероятность  большого  изменения  температуры  за  короткий  промежуток  времени  будет  мала.  Поэтому  при  малом  интервале  времени  между  соседними  наблюдениями  значение  температуры  при  первом  наблюдении  в  большой  мере  определяет  температуру  при  втором.  Следовательно,  случайные  погрешности  наблюдений  являются  зависимыми.  Это  зависимость  тем  больше,  чем  меньше  интервал  времени  между  измерениями.  При  очень  большом  интервале  зависимость  практически  отсутствует.


В  качестве  количественной  меры  статистической  зависимости  между  двумя  случайными  величинами  обычно  используют  так  называемый коэффициент  корреляции  (r).  Можно  показать,  коэффициент  r  не  может  превосходить  по  модулю  единицу;  для  независимых  случайных  величин  коэффициент  r  равен  нулю.  Методика  определения  r  описана  в  [6].


Если  предположить,  что  статистическая  связь  между  погрешностями  i-го  и  j-го  наблюдений  характеризуется  коэффициентом  корреляции  rij,  то  для  среднего  квадратического  отклонения   (ср  среднего  арифметического  результатов  n  наблюдений (результата  измерения)  получим  формулу


� EMBED Equation.2  ���,                                        (1.30)


Причём  суммирование  ведётся  по  всем  i,  меньшим  j.


При  независимых  наблюдениях  все rij  равны  нулю,  и  из  (1.30)  следует  частный  случай - формула  (1.27).  Наиболее  сильной  статистической  погрешности  между  погрешностями  наблюдений  соответствует  rij,  равные  единице  независимо  от  i  и  j.  Нетрудно  показать,  что  в  этом  случае  величина  (ср  будет  максимальной  и  равной  (,  т. е.  увеличение  числа  n  наблюдений  не  увеличивает  точность  измерения  по  сравнению  с  точностью  одного  наблюдения.


В  большинстве  практических  случаев  погрешности  наблюдений  в  той  или  иной  мере  коррелированны.  Если  величины rij  неизвестны,  то  величину  (ср  можно  оценить  сверху  и  снизу,  используя  неравенства


� EMBED Equation.2  ���.                                                 (1.31)


Из  изложенного  видно,  что  если  для  увеличения  точности  измерения  производят  большее  число  наблюдений  в  течении  ограниченного  промежутка  времени,  то  сам  факт  получения  среднего  из  очень  большого  числа  наблюдений  далеко  не  гарантирует  большой  точности  результата.
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